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PEDRO ABELLANAS.—CORRESPONDANCES ALGF.BRIQL'ES 175

THEORIE ARITHMETIQUE 
DES CORRESPONDANCES ALGEBRIQUES

Par

Pedro Abellanas

Introduction

Une correspondance algébrique irreductible se definit, [5], 
au moyen d’une variété algébrique double irreductible, Ü, qui 
est representée par un idéal premier et bihomogéne d’un anneau 
en deux series d’indeterminées (x0, ..., xB) et (y0, yp .... yni). Si 
(=o> •••> Sní vj0, r¡ni) c’est un point general de ‘B, (;0, ...»U est 
point général de la variété origínale V, et (r¡u, est un point 
sjénéral de la variété ima^e, V'.

Notations. Nous mettrons :

Q — X- , ..., qn, TJo, • • •, P- — X’ [ "o, • • •, ~n: r(0 ( • • •, ^¡n, ], 
s = *(&>,u p =¿[£o, U 
r = 7r(^o, • P' = ^k, •••, *¡J-

Jusqu’á Zariski, [8], on appellait transformée d’une sousva- 
riété de V, chez une correspondance birrationnelle, á l’ensemble 
aes transformées de tous leurs points. Cette definition, qui dans 
les plans ou surfaces n’introduit pas de graves complications, 
obscurcit notablement les choses quand il s’agit de développer 
une théorie générale des correspondances birrationnelles ou algé- 
briques entre variétés quelconques. Pour cela Zariski introduisit, 
dans le cas des correspondances birrationnelles, le concept de 
transformée d’une sous-variété dependan! seulement de la dite
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176 REVISTA MATEMATICA HISPANOAMERICANA

sousvariété considérée comme une unité, tandis qu’á l’ancien 
concept il l’appellá transformée totale. Zariski établit le concept 
de transformée, (1. c. pag. 519) par l’intermediaire de sa défini- 
tion évaluation-théoretique des correspondances birrationnelles, 
mais, comme nous prouvons dans le § 13 du present mémoire, 
tel concept peut étre défini directement, non seulement chez les 
correspondances birrationnelles, mais aussi chez les algébriques, 
de la maniere suivante : si 13 est l’idéal prémier et homogéne de 
P correspondant á la sous variété, W, de V considerée, et si 
$*i, • ••> $*g, $*g+h, ^*g+h+i> ^*g+h+k sont tous les di-
viseurs prémiérs minimes de P* $3, ceux-ci sont formés, en géné- 
ral, par trois categories d’ideáis : 1-ér. Ceux. <>]3*1, qui
gissent sur . 2-éme. Ceux qui gissent sur un diviseur propre 
de 43 distinct de l’irrelevant: ,?J3*g+1, 43*g+h. 3-éme. Ceux qui
gissent sur l’irrelevant: <>|3*g+h+1, 43*g+i-.+k. Et bien, ce que
nous appellons transformée d’une sous variété, W, et qui coin
cide chez les correspondances birrationnelles avec la définition 
mentionée de Zariski, est la sous variété representée par les ideáis 
33*; n P', $*g nP'.

Le concept de «transformée» permet de définir, á leur tour, 
trois autres concepts, introdubs par Zariski chez les correspondan
ces birrationnelles, d’importance fondamentale dans toute la théo- 
rie ; ce sont les sous-variétés réguliéres, irréguliéres et fondamen- 
tales. Anterieurement á Zariski on introduisait le concept de sous 
variété fondamentale (sur qui reposant tous les trois) par rap- 
port á une corespondance birrationnelle par la condition que 
la sous variété imáge fut d’une dimensión superieure a ,1a dimen
sión de la sous variété origínale, mais, comme Zariski a prouvé, 
[9], cette définition n’est pas applicable quand la variété origí
nale a des singularités. Les définitions données par Zariski, pour 
les correspondances birrationnelles (l.c. pages 532 et 514) repos- 
sent sur l’isomorphisme des corps des fonctions rationnelles sur 
la variété origínale et la variété image, le quelle et characteristi- 
que le ceux-lá. Pour cela, notre définition (def. 1.10) nous l’avons 
fondamentée directement sur la définition complete de la corres- 
pondance au moyen de la variété double 95 , et elle s’appuye 
dans le Th. 1.10. Pour pouvoir employer le concept de sous 
variété non fondamentale de la facón la plus commode possible 
dans notre définition parametrique des correspondances algébri-
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PEDRO ABELLANAS.'—CORRESPONDANCES AI.GEBRIQUES 177

ques, nous demonstróos le Th. 2.10 qui joue un róle fondamen- 
tal dans la théorie.

Un autre point essentiel dans la presente mémoire est notre 
définition paramétrique des correspondances algébriques. Cette 
définition correspond á la définition des correspondances birra
tionnelles au moyen de l’isomorphisme entre les corps S et S' 
ou, ce qui revient au meme, moyenant les expresions :

>¡o _ zu _ ... _ _ - MI
®o(£)

L’avantage de la définition (1) sur la définition au moyen de 
la variété double est fondée en ce qu’au moyen' de (1) on peut 
etudier plus facilément touts les questions rélatives á dimensions 
de la sous variété origínale et des composants de son imáge ; 
cependant elle a l’inconvenent de ne pas étre complete, c. a d., 
les équations (1) ne sont pas équivalents avec celles de la défi
nition au moyen de la variété double. Les équations que nous 
avons trouvé (§ 9) au lieu des (1) pour les correspondances algé
briques sonts les suivantes :

+ Ci" (Ío........1 + ••• + •••, <¡J = 0, ¿ = 0, m [2]

gú oi-l-l est le dégrée de transcendence de Q sur S, les 
i = 0, a sont des formes lineaires de •••, r,m] algébrique- 
ment independantes sur S et r/1’ (co, ;») est une forme de 
dégré j par rapport des (c) appartenent á P[ cj.

Les expresions (2), auxquelles nous appellons paramétriques 
de la correspondance algébrique, ne sont pas équivalentes aux 
équations qui définissent la variété double 91 (c’est ce qui arrive 
aussi avec les (1)) et dans le cas particulier des correspondances 
birrationnelles coincident avec celles-ci ; alors, pour pourvoir em- 
ployer les rélations (2) il est necessaire de faire un complvment 
de définition, qui nous faissons au moyen de la théorie d’éva- 
iuations. II faut teñir compte d’observer que dans les correspon
dances birrationnelles il on arrive le mémc si Ton emploie les 
équations (1) ; c’est alors, quand on fait usage des considerations 
du pasage á la limite (de la primitive école intuitive), ou de la 
spécilisation (v. d. Waerden et Weil), ou de la théorie de l’éva-
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178 REVISTA MATEMATICA HISPANOAMERICANA

luations (Zariski). A toutes fins anterieurement indiquées nous 
introduisons la suivante déf. 8.1 : «Deux sous varietés de V 
et V', respectivement, s’appellent homologues dans la correspon- 
dance algébrique, quand il-y-a une évaluation de Q tel que les 
evaluations par elle subordonnées dans S et S' ils ont pour cen
tres dans V et V' respectivement les sous variétés données». 
Cette définition est justifié par le T. 2.8.

Au moyen de la définition anterieure on peut faire usage des 
¿quations paramétriques (2) et de ses analogues :

...,;\)E?-1 + ... + ^(;'o, ...,cV = 0 [2']
i = 0, ..., n

(ou l’on peut répéter ce qui a été dit pour les (2) sans rien plus 
que. changer a pour b, les (£) par les (r¡), celles-ci par celles-lá et 
¡es (?) par les (?')), OÍ1 bien, des variétés afines V* x et V*,  des 
espaces afines An4ra+il+3 et An+ni+b+3 definies par les points géne- 
1 aUX (* 0, Y¡0, 7¡m, Co, Ca.) et (5O, .... IQoj •••) "Qm;

*) Nous representerons, quelques fois, dans ce qui suit au moyen des 
initiales: d.p.m. les diviseurs prémiers minimes.

c'„ c'b) respectivement. L’emploi de ces variétés. V* x et V* 2, 
au lieu de la variété double offre les suivants avantages : 1-ér. 
Les anneaux P* x = P*[c 0, ca] et P* 2 = P*[c' o, c'b] dépen- 
dent intégrement (sind ganz abhangig) des anneaux P— P[c0, 
• ••, Sal et P'= P'[c'o, c'b] respectivement. 2-éme. P et P' sont 
des ampliations transcendentes purés de P et P' respectivement ; 
d’pu si P et P' sont intégrement fermés le sont aussi P et P'. 
3-éme. Si est une sous variété non fondamentale de V et 
un d.p.m.*  de P*$  qui git sur il-y-a un d.p.m., p*,  de P*̂  
qui git 'sur (Th. 1.11). 4-éme. En vertu de la mémoire [2] 
de Krull, on a, dans l’hypothése d’étre P et P' intégrement 
fermées, que dim. (p*)  =dim. (p*  n P = p $)=dim. ($)! + a + l. 
5-éme. Si est réguliér, la sous-variété p*j  de V* T est réguliére 
dans la correspondance birrationnelle entre V* T et V* 2 (Th. 2.12). 
En v^rtu des propriétés précedentes on obtient les rélations en
tre la dimensión d’une sous variété réguliére de V et celle de sa 
transformée données par le Th. 2.12.

Comme on a indiqué, il y a un intéret especiel á ce que les
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PEDRO ABELLANAS.1—CORRESPONDANCES ALGEBRIQUES 179

varietés V et V' soient normales, ceci peut toujours s’oblénir, si 
le corps base est algébriquement fermé, au moyen de deux 
transformations birrationnelles, suivant ce qu’on établit dans le 
Th. 4.8.

La premier partie de la présente mémoire est dédiée a l’étudc 
des proprietés rélatives a extensions d’évaluations d’un corps á 
un sur-corps, ainsi que les rélations entre les centres d’une éva- 
luation, et celles de Jeurs élargies ou subordonnées, dans les va- 
liétés de l’espace projectif ordinaire ou double correspondants a 
(es corps-lá, les quelles sont necessaires pour l’étude des corres- 
pondances algébriques qu’on fait dans la seconde partie. Nous 
signalerons, dérniércment, que l’emploi des variétés V\ et V*2 
impose l’usage d’évaluations dans les corps homogénes et biho- 
mogénes (la characterisation arithmétique des prémiers a été faite 
par Zariski, 1. c., et celle des seconds nous l’avons faite dans la 
prop. 2.6 de la présente mémoire. Géométriquement on peut les 
définir comme des corps des fonctions rationnelles sur une va- 
riété algébrique de l’espace projectif ordinaire ou double, res- 
pectivement) au lieu d’opérer sur corps non homogénes corres
pondants.

Les nombres entre les paren!héses rectangulaires s’en rappor- 
tent á la literature indiqué au finale de la mémoire.
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180 REVISTA MATEMATICA HISPANOAMERICANA
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1 PARTIE. — QUELQUES PROPRIETES DES EVALUATIONS DES CORPS 
DES FONCTIONS RATIONNELLES SUR DES VARIETES ALGEBRIQUES OR-

DINAIRES ET DOUBLES

§ 1. Evaluations composées.

Soient: (;0, ..., ¡jn) les coordonnées du point general, [6] 
d’une variété algébrique irreductible, V; H = ..., ?n), le
corps des fonctions rationnelles sur V ; k un corps des constants 
arbitraire ; v et v' deux évaluations de S ; Rv, Rv-, et pv- leurs
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PEDRO ABELLANAS.—CORRESPONDANCES ALGEBRIQUES 181

respectifs anneaux d’évaluation et ideáis de non unités ; Si «r Rv/p, 
et S'j «r Rv'/ pv-, les corps residuels correspondants; t et x' les 
homomorphismes : S ~(SP oo) et S~(S'P 'oo) définics par les 
evaluations v et v' respectivement.

S’il-y-a un homomorphisme, x" : Si~(S'u oo), tel que 
< = on dit que l’évaluation v' est composée avec l’évalua- 
tion v.

Proposition 1.1. La condition necessaire et suífisante pour 
que Vévaluation v' soit composée avec la v est que Rv- c Rr ; 
alors pv est le conducteur de Rv- par rapport á Rv.

Demonstration. La condition est necessaire. Soit w un élé- 
ment arbitraire de Rv- alors ?'(w) d’oíi t(w) G Rv", étant Rv<- 
l’anneau d’évaluation de l’évaluation v" du coprs Sp et, á for- 
tiori, t(<o)CS'1, d’ou o C Rv, c’est-á-dire, Rv> S Rv. ()r, Rv-est un 
sous-anneau propre de Sx et, pour tant, il existe un élément 
c)t ESP Wj^Rv", et si <o* est un élément de Rv tel que t((o*)'=<i)i 
serait t'(ci)*)='t//(<o1)= oo, d’oü w*^Rv- et o* € Rv, alors Rv- c Rv.

De Rv- c Rv on déduit que pv est le conducteur de R, ■ par 
rapport á Rv. Soit, en effet, p un élément arbitraire de p., alors 

-- (£ Rv .et, par hypothése, --(£R-, d’oü p € R/, et est non 
P P '
imité de Rv-, alors p 6 pV' et pv - pv'. Par consequent pv est ideal 
de Rt- et puisque pv est l’ideal maximal de Rv, il est done le 
conducteur. Si w appartient á Rv et n’apparticnt pas á R.,- , —- 
appartiendra á Rv- et par consequent á Rv, done, w n’appartient 
pas á pv et appartient á pT< , done p, c pT- . ■

La condition est suffisante. Puisque pr est ideal de R,>, ¡1 
lesulte Rv'/pT cRT/pT. Les non unités de R,. /pv forment /'ideal 
p,-/pv. En effet, si p=0 (pv<) et p | O (pv), /r+pvest non imité 
deRv'/pT, puisque, dans un autre cas, i!-y-aurait un élément, 
c>€Rv', tel que <o/> = l (pv) et, comme pvcpv-, —1—0 (pv-)> 
d’oü 1=0 (pv-). Reciproquement, soit /» + p^ non unité deKv’/Pv, 
si p était unité de R,- il-y-aurait un élément, w, de cet anneau 

tel que piú^L d’oü y =o) ¿ Rv> et p + p» serait unité de R»'/p, • 

Le corps des quotients de I’, /p, est isomorphe au corps S,. En 
effet, tout élément du corps des quotients de R,'/pv est de la 

former ; r, ^eI-OÍPv), et, par l’hypothése, r,
n+P,.
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18'2 REVISTA MATEMATICA HISPANOAMERICANA

rx C Rv» or, puisque 7^=0 (pv), r¡ est une imité de Rv et — E Rv, 
1

par consequent, r — E Rv et r—4-pvES1. Faisons correspon-

r p
dre l’élément —du corps des quotients de Rv'/pv, l’élément

r —■-rpv de Sx ; cette correspondance est univoque par défini- 
ri

tion. Elle est aussi biunivoque. En effet, si -—-—— -> r — 4~ Pn + Pv n v
T 4* p ,1 , 1 ,1et —-----/- —> r — + pv etant r----- F p = r — + p il resulte
r i 4- Pv r'i r n rv r\

i I T*
r — = r'----- F A p € p , d’oü r = r' —- 4- r-i P

ri r\ • r i
et (r + pT) (r'i+ pv)

= (rr'i 4- \) = r' rr 4- r, r\p) 4- pv = r' rx 4- pv = (r 4- p v) (rj 4- pv) 
,, > r + Pv r' +Pv d ou ------ v =------- ' •

Tout élément, r*4-pv, de*Rv/pv est l’image d’un lélément du 
corps des quotients de Rv'/pv. En effet, de r* E Rv on en déduit 
7* ES, et, comme Rv-, est anneau d’évaluation de S tout élément, 
t*, de S peut s’exprimer comme quotient de deux éléments, r et 7X,

? ’ ‘, A 7*
de Rv-, done ------ -  a-t-d comme imáge------l-pr.= 7* +pv. Fina-

n + P v rx
, , ,,,,, r 4-p r2 4- p (rra+nrdd-p , .lement, a 1 element--------— +--------- í- = —---- -—luí corres-

4- P v r3 4- P v n r3 -4- p v
VTo H- 7*9 ? -i / 7* \ i 7* \

pond l’élément —----- ----- F p v =1----- F p v + (--+ pv I; et á l’élé-7] r3 . \ Vi v / \ r3 v / •
r-F p r., 4-pv rr2 4- p ,,,,,, 7r2ment ------- -—--------=--------- — luí correspond I element-------- 4-
ri-Fpvr34-pv rxr3-\-\¡v K r.r3

4“pv = |~—F pv j 4~ pv j- Tout anneau de S qui contient

proprement l’anneau Rv'/pv contient Vinverse d’une non unité de 
ce dernier. Soit (o1 = üi + pv, w E Rv, un élément arbitraire de Sx 
qui n’appartient pas á l’anneau Rv' / pv , alors w^Rv' et done 

— €RV',----- F pv € pv'/pv, et Rv'/pv [(Oi] contient l’inverse, co1,

de la non unité----- 1- pv.
<o

De tout cela il en découle ([3], II critére) que Rv'/pv est un 
anneau d’évaluation de Sx et pv' / pv ieur ideal des non unités.
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PEDRO ABELLANAS.t—CORRESPONDANCES ALGEBRIQUES 183

Appelons v" l’évaluation correspondante : Rv"=R//pT, p „ = 
= pv'/ pv et t" á rhomomorphisme par elle definí. Par le premier 
théoréme d’isomorphie, resulte

= R,'/p.. = r„ q.e.d.

Observation. II est bien connu le suivant théoréme: «La 
condition necessaire et suffisante pour que le conducteur du ali
nean nütherien o* par rapport au sous anneau o soit distinct de 
' ideal zéro c’est que tout élément de o* depende intégrement 
de o. Par consequent, de ce théoréme et de la proposition pre
cedente, il en resulte que : «Si Rv est un anneau d’évaluation 
et au méme temps il est nbtherien il n’y a pas d’évaluation com- 
posée avec v et, par le lemme 4 de Zariski [8], le centre de 
l’évaluation v est de dimensión zéro.»

§ 2. Evaluations élargies aux ampliations transcendentes pu
rés d'un ccrps de fonctions algébriques.

Soit S = S (c0, cs) une ampliation transcendente puré du 
corps S = /í (?0, ..., ;n) des fonctions algébriques sur un corps de 
constantes, k, arbitraire avec une infinité d’éléments.

Proposition 1.2. Etant donné une évaluation arbitraire, v, 
de E de dimensión p on a : 1-ér. ll-y a des evaluations. v*, de X 
élargies de v et de dimensión v, étanl v un éntier tel que

4-a. 2-¿mc’. Il-y a un nombre infini des evaluations de S élar
gies de v.

Démonstration. 1-ér. Soient : Rv et pv l’anneau et l’idéal 
des non unités de l’évaluation v; R = RV [;0, ...» ;a] ; pf=R 
<pv, c„, ...»c¡-i), i = l> •••• a cause de l’independance
algébrique des (c) par rapport á S, les ideáis pb i = 0, ..., a, 
gissent sur pv, ils sont prémiers et dim. (p,) = dim. (pv)+aj-1 —i. 
L’anneau R*=Rp est un anneau d’évaluation. En effet, a) R* 
est un sous anneau propre de S et celui-ci le corps des quotients 
de celui-la. b) Tout élément, <o, de S on peut écrire de la fa<;on

S /i

suivante: <o= '------ oú g¡, i = l, ...» r; 7 = 1» ...» s, appar-
n¡
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184 REVISTA MATEMATICA HISPANOAMERICANA

tiennent á Rv, les et les sont des produits, distincts, de 
’s _ _

puissances des (c). Si S g¡ n¡ =1= 0 (p ), on a que w^R*. Si 
í=i

S /'im¡=¡= (p0), on a que — € R*. Si S = 0 (p ) et 
i=1 _ 10
S g} Hj=0 (p0), á cause de l’indépendance algébrique des (;) il en
resultera que f¡, gj=O (pv), ¿ = 1, r; 7 = 1, s. 11 peut se
presenter deux sous-cas : min.v(fr\ vfg^,..., v{ga')\ = v(gj 
ou min.jv(fd, ..., v(fr), j = v(/k). Dans le prémier

v ¿S — m-, —~* j j O" .
cas io=----------------~ ¡--------------------- ¿ R* et dans le second

+ ... +nh+ ... + js-nh 

oh óh

y — Ti-
— = —------------------ —-------------- 7-----  £ R*. Soit alors -e* l’é-

0) 4- ... + mk + ... + —+ mr
7k _ /k

valuation de S correspondante á l’anneau d’évaluation R*. 
De R* n S = RV il en resulté que a* est une évaluation élargie 
de v. En outre, comme l’ideal des non unités, pT*, de R* est
R*po il en resulte que dim. (u*) = dim. (pv*).= dim. (p0) = p + a + 1.

Supposons démontrée l’existence d’une évaluation, v*i, élar
gie de v et de dimensión p 4-0+1 — i, i<a+l tel que Rv*. □ R¡ 
R¡ = Rp > pv* n R = pi. Soit Sí le corps .residuel de et 
Ri+i = Rp" . De pv*. o R = p¡ et p , □ p, on déduit R*v* □ Rt , 

d’ou appellant t¡ á l’homomorphisme S ~ (Si, oo) défini par d*.
i! resulte que Tí(Rí+1) est un sous-anneau propre de S¡ et, alors,
il existe une évaluation, de S, tel que Rv- □ t(Ri+1) ([1],
Satz 6). Soit v*i+1 1’évaluation de S qui resulte de la composition 
de t’*í avec ,z/i+1, alors, Rv* 2 Ri+1 et pv*.+i n R¡+i - R¡+i Pi+i d’ou 
dim. (v*i+1)=dim. ( pv*+i) > dim. (R¡+1 p.+1) = dim. ( pi+1) = dim.(pv) + 
+ «4-1 — (¿ R1), mais, dim. (v*i+1) < dim. = dim. ( pv) + a + 1 - i 
d’qü dim.(v*i+1) = dim.( pv) 4-a4-1 — (¿ +■ 1). En outre, de pv* nR = 

_ __ __ __ __ __ i+1

pv*.+i n Ri+i n K Ri+1p¡+1 n R = p.+i on obtient: dim ( pv* o R) > 

>dim(p.+1)( ensuite dim. (pv* n R)<dim. (pv» et, alors, 
dim.(pv* n Ri=dim.(p 1 done, pv* nR=p etpv* n Bv = 
p.+inRv=pvj d’ou Rv n v = r,v.
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2-éme. Supposons démontrée l’existence de vi évaluations 
diferentes, v\, v*2, ..., v*m, élargies de l’évaluation v. Comme 
le corps Rv/pv a un nombre infini d’éléments, si />e=0 (p¥) on 

i
peut choisir un élément, X, unité de Rv, tel que <;0 4-X— $ Rv* ’

i = l, ..., vi. L’anneau R=RV r +X—I ne contient pas l’in-
L p J

verse d’aucune des non unités de R„ et, une démonstration tout a 
fait semblable á celle du tbéoréme 6 de Krull, [1], prouve l’exis- 
tence d’un anneau d’évaluation Rv* de X tel que R 5 Rv» et 
qui né contient pas l’inverse d’aucune des non unités de Rv. 
Í1 en resulte, alors, inmediatement que Rv*n2=R,. Comme

R <=RV* , cet anneau contient á :0+X— et, alors, il est different 
P

des anneaux Rv* . i = l, ...» vi, q.e.d.

Proposition 2.2. Toute évaluation, v, de S posséde une éva
luation élargie, v*, á 2 tel que si w est un élément arbitraire de 
2 on a v*(cí) = v(w), i=0, ..., a.

Cette proposition est une consequence inmédiate de l’obser- 
, • t) | íñ ti) Ivation que 1 anneau R = RV — , ...,——, —, ..., — ne con- 

I <•> <o c0 í. J
tient pas l’inverse d’aucune des non unités de Rv, et done il 
existe une évaluation, v*, tel que R S Rv» et R„» n £ = RT (Th. 
6, [1]).

Hypothése et notations. Supposons, á present, que (£0, •••> $n) 
soient les coordonées liomogénes, [7], du point général d’une 
variété algébrique, V, de dimensión r. Nolis nottons :

S = P = ¿Ko, P = Pk» í.b

á un ideal prémier, homogéne et different de l'irrélévant de 
P et $<=P

Etant les (c) transcendentes sur S, ont peut régarder ..., 
;0, c0, ..., ca) comme les coordonnées homogénes du point général 
d’une variété V.

Proposition 3.2. 1-ér. Toute évaluation de S avec son cen

tre dans V definí par un ideal que gil sur , subordonne dans il 
vne évaluation v avec centre dans la variété V. 2-éme. Si v
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186 REVISTA MATEMATICA HISPANO-AMERICANA

cst une évaluation arbitraire de S avec son centre dans V, 
tóate évaluation élargie de v á 2 a-t-il comme centre dans V une 
sous-variété dcfinie par un ideal, S3 , diviseur de que git sur

ou sur l’idéal irrélevant de P. 3-éme. Toute évaluation, v, de 
2 avec son centre dans $ il a des évaluations élargies dont les 
centres gissent sur ; entre elles i-y-a une dont centre dans V 
est $ .

Demonstration. 1-ér. Soit v une évalution de 2 dont le cen
tre, dans V git sur ; soit v l’évaluation subordonnée dans 
S et son centre dans V. Evidemment si l (£0, £n, <;0, <;a)
cst une forme lineaire par rapport á (; ; c) avec valeur minime 
dans v et si l' (£0, est une forme lineaire par rapport aux 
(£) seulement, de valeur minime dans v, sera v(T)<^v(V) ; si 
T'í/)<‘Z)(Z/) on aurait ^=0(^3), ii.= 0, n et ^i= ^3 np serait 
i'irrelevant; done, v(l') = v(l), d’ou il en découle inmediatement 
la 1-ér. partie.

2-éme. Soit v une évaluation de 2 élargie de v et son 
centre dans V. Soient l(£0, ..., c0, ..., ca) et Z'(;o, ..., £n) des
formes lineaires de valeur minimun dans v et v respectivement, 
alors on a v(l)<^v(T). Soit /(£, <;) un élément arbitraire de ^3 , 
comme cet idéal est homogéne, tous les composants homogénes, 
)a , dans f(£, q), appartient á et, puisque est aussi homo
géne, on peut écrire: fa = «) ?Q1 + «) , oü
les sont homogénes par rapport aux (¡j ; 5) des degrés les 
cp^ sont homogénes par rapport aux (S-) et des dégrés ‘f¡,

+ h = «» et ?Ti = 0 (<3 ) ? = 1, ..., s;

d’oü il resulte

d’oü $ c $ .

Si 'y(/) = t’(Z') et si f(í) est un élément quelconque de , comme
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cet idéal est homogéne, tous les composants homogénes, (a , de f 
appartiendrant á (3 et, alors, á $ n P, d’oú

et alors fa = 0(1? ) et Alais, d’aprés ce que nous
venons de démontrer, 13 , d’oú $3 = ^3nPS^nP, d’oú 

finalément, $ n P = $ . Si u(/)<i’(/') on a v(j>0, t = 0, n, 

d’oú 13 n P = (S0, .... £n). D’aprés la proposition precedente on 
peuvent presenter, vraiment, les deux cas.

3-éme. La démonstration de la prémiére proposition est con
tenue dans la précedente. Pour démontrer la deuxiéme proposi
tion il faut teñir compte que, comme n’est pas l’idéal irréle- 
vant, il existe une (;), p. e. ;0, tel que Ho =|z 0(^3), et a comme

idéal non homogéne correspondan! dans l’anneau o = k
Jti_ 

r 
5o

-L] 
So .

donne

un idéal p distinct de l’idéal imité. L’évaluation v subor-

dans K = k ( — 
k So

une évaluation, v', dont le
So /

centre dans V est representé par p. Les éléments ?'i= ---, 
sO 

1 = 0, ..., a sont algébriquement indépendents sur K, cet-á-dire, 
K'=K (c'o, .... c'a) est une extensión transcendente puré de K; 
d’aprés la Prop. 1.2, il existe une évaluation, v, élargie de v’ 
au corps K', tel que p?- n KV' [;'o, • • *'.] = Rv [;'o, • • •, í'.j pv 
et alors p~ n 0[;'o,.... = Rv[;'o,....pv n o [;'o, .... c'J ; tout 
élément, ?(!•', ;') de ce dernier idéal est deforme f='^pinn oíi les 
m¡ sont des produits distincts de puissances des et, comme 
ceux-ci sont algébriquement indépendents sur K, les fr. appartient 
á pv-no = p et alors p?n.o [;'o,..., ;'J= a[;'o,.... p. Or, S = K'(£0) 
est une extensión purément transcendente de K', done, il existe 
une infinité d’évaluations de 2 élargies de v' ; soit v une de 
celles-ci, comme c0 est une forme lineaire de P de valeur mini-
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188 REVISTA MATEMATICA HISPANOAMERICANA

mun dans v, le centre de v dans V será l’idéal homogéne co- 
nespondant á o [<f0, <;'a] p, c’est á dire, l’idéal ^5 = P $ .

Q. e. d.

On peut considérer les coordonnées homogénes d’un point 
général de la variété V de l’espace projectif comme des coordon- 
nées non homogénes du point général d’un cone, VA , de l’es- 
pace afin An+1 (de dimensión superieure en une unité á la di
mensión de l’espace proyectif), qui projecte la variété V dés l’ori- 
g’ne des coordonnées. En consequence, á toute évaluation de S 
en peut lui assigner trois centres : deux, W, WA , définis par 
l’idéal homogéne de la définition anterieur sur les varietés V 
et VA respectivement et pour tant WA sera un sous-cone de VA ; 
et le troisiéme, W', dans VA definí par un idéal en général non 
homogéne. Alors on a que WA on obtient par projection de W' 
dés centre des coordonnées. Tout ce on peut établir idéal-théoré- 
tiquement de la fa^on suivante :

Proposition 4.2. a) Si v est une évaluation de S tel que 
min. ¿v(^0), ..., v(^)^.= 0 et si et p sont les idéals homogéne 
et non homogéne de leurs centres, on a =0 (p) et ^3 est l’idéal 
engendré par toutes les formes homogénes de p.

b) Si ^3 est un idéal prémier, homogéne et distinct de l’irre- 
levant de P et si p est un divis'eur prémier propre de non 
homogéne et tel que entre et p il n’exisie pas aucun inter-idéal 
prémier propre, on a que toute évalution avec centre p dans VA 
a comme centre dans V la sous-variété définie par .

c) Il-y-a des évaluations avec centre dans V pour les quel- 
les on a min. -{y(£0), ..., v(£u) }-i= 0 ; en particulier, il exist une 
évaluation dont les centres dans V et dans VA sont definios par 
le méme idéal .

Démonstration. a) Si f(^)=0(^|3) tous les composantes ho
mogénes, fa , de f appartient aussi á ; si T’(^0);=min. ¿í’(£0), ..., 
fíí;*) = 0, on peut prendre £0 comme forme lineaire de valeur 

í t„ \
minime, et alors, de fa =0 ( ^ ), on déduit que v l~¡^~ ) = (/a)>0, 

d ou /a(£)=0 (p) et /(£) = 0 (p). Soit l’idéal engendré par 
toutes les formes homogénes de p. Si grj (£) est une forme arbi-BC
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(g \
— )=v(^ )>0 et g a=0($). 

ío /
b) Comme p n’est pas homogéne il ne peut étre pas l’irre- 

le.vant, done, il existe une (£), $0 p. e., tel que ¿j0 =|- (p) d’ou 
v^oy—^ et £o est une forme lineaire de P de valeur minime chez 
l’évaluation v. Soit l’idéal homogéne qui définit le centre de v 
dans V. Si /«(£) est une forme arbitraire de $ sera f a=0 (p) d’oíi

/ fa \
rl-— I =v(/’a)>0, done S or, comme est homogéne et 

V Co /
p il nel’est pas, on a c p et alors = ‘>R'.

c) Comme consequence du cas anterieur il suffit de considé- 
rer n’importe quelle évaluation dont le centre dans VA soit dé- 
fini par un ideal p, en les conditions établies dans lui ; en par- 
ticulier on peut prendre comme centre celui definí par l’idéal 
dans VA Q. e. d.

§ 3. Extensions des évaluations compasees du corps S a 
extensions algébriques de S.

Soit S un corps des fonctions algébriques sur un corps de 
constantes, fe, arbitraire avec une infinité d’élements; ü une 
ampliation algébrique finite du méme et Q* le corps normal (ga- 
loisiénne) sur S, qu’on obtient par adjonction á celui-ci de tous 
les éléments conjugués de ceux dont l’adjontion A S produit Q. 
Toute évaluation de Q* élargie d’une évaluation, t, de S subor- 
donne dans Q une évaluation élargie de v. Reciproquement, 
toute évaluation de Q* élargie d’une évaluation de Q laquelle 
’’est a son tour d’une autre, v, de S, elle est une évaluation 
de Q* élargie de l’évaluation v.

Proposition 1.3. Si v est une évaluation de S composée avec 
une autre évaluation, v, du meme corps et v\ ... v*g et v*x ... v*h 
sont leurs respectives évaluations élargies á í», on a que toute 
évaluation v* est composée avec une v*j et chacune de celles-ci 
figure dans la composition d’une, au moins de celles-la.

Démonstration. Nous ferons la démonstration de la premiére 
partie en deux passes:

a) Tout élénient de Rv* appartient á un des anneaux Rp*.
2
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En effet, par les hvpothéses on a : RvcBv; p- c p ; Rv* n 
= Rv, i — 1, • g‘, R-*n S = Rv, i.= l, ..., h. Soit w* un elé-' j
nient arbitraire de Rv* , si w*E 2 évidément <o* € R-*, 7 = 1, i A j
Suppossons, alors, que Uanneau R;[w*] ne contient pas 
rinverse d’aucune non unité de Ry. En effet, sil-y-aurieut un 
élément, p=0 (p-), tel que-^-C Rv [¿>*L on aurieut 4-= +

P _ p
...+rp, r¡(ERv , i—0,..., p et si nous mettons p^ — pr^ result pi~0 (p-), 
t = 0, p, et, á fortiori, K=0(pv), i—0, .... p; alors 1 =_p0(°:p + 
...+Pp. Mais, pv c pv* ¿= 1, g done, l=0(pv*); contradic- 
tion. II exist, alors, un anneau d’évaluaticn, R*v*, de Q qui con
tient á R-[(o*], ne contient pas l’inverse d’aucune non unité de 
Rv et est maximun dans Q par rapport á cette condition. Alors 
Rv* n S = R? ct -a* coincide avec quelcun des v*¡.

b) II exist un anneau R-* qui contient á Rv* . Démonstra- 
tion «ad adsurdum». Si Rv* n’etait pas c>ntenu dans aucun an
neau R-* , 7 = 1, h il existirait un élément, w*1, tel que 
oí*! E Rv* , w*iÉR-*. Supposons démontrée l’existence d’un élé- 
ment, w*, tel que io*z € Rv* É R- , 7 = 1, ..., /, étant tous 
ces anneaux différents entre eux. En raison de a), exist un 
anneau, R-* , tel que £ R-* . Les anneaux R-*, j = l,..., Z-Fl ' z+i ' Z+l Vj
sont, alors, distinets deux á deux. Comme Rv* ¿ R-* , il-y a un 

1 + VZ+1
élément, 7, tel que w* € Rv* et w* d R * . Soient c\ et c. 1 'z+l
deux éléments de k distinets et differents de zéro ; les éléments 
(d’\+CiW*z et w* + c2(o* n’appartiennt pas au méme anneau: 
Ry* j • • •, Ry*, Ry* , parceque dans un tel cas les éléments1 Z Z+l

(0* = 1 - . [C2 + Ci oí* - < , . (O* 4- c2 (O* )]
c2 — cx

et t0*1 = 7 - r + C1 <r' 1

appartiendraient au dit anneau. Comme k a, par hypothése, une 
infinité d’éléments on peut en determiner un, c, tel que <o*j+r.=
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- co* + cw*z n’appartient pas á aucun des anneaux R-*, R-* ;•
'1 ' i+i

mais, € Ry* et, par a), il-y aurait un autre anneau d’évalua-
tion, R-* , tel que <o*z+1€R-^ . Alors, il-y-aurait une infinité Z+2 í+2
d’anneaux d’évaluation de Q correspondants á évaluations de 
Q élargies de l’évaluation v, en contradiction avec le théoré- 
me 19, [1].

Soient v** , v™ et v** , v** les évaluations de Q*
élargies des évaluations v et v respcctivement. Etant donné une 
évaluation arbitraire il existe une évaluation, au moins, u**, 
tel que R-** n Q = R-* . Or, en raison de ce que nous venons 
de prouver, il-y-a une évaluation t’**, tel que Rv** c R-** et, 
comme tous les anneaux Rv**> ? = 1, m et R-**, J = l,.... n sont 1 vj
conjugues entre eux, dans l’automorphismes de Q* sur S (T. 19, 
11]), il-y-a un automorphisme, 0u, tel que Oy (R-**) = R-** et 
comme ces automorphismes transforment entre eux les anneaux 
Rv** será 9U(RV**) = Rv** d’oü Rv* = R*« n Q c R-**n Q = R~*.

i i j j 'j 'j . " 'j

O.e.d.

§ 4. Extensions de évaluations composées du corps S a 
extensions imites du méme.

Soient: S = k(£0, ..., §n), comme dans le paragraphe anté- 
rieur, un corps des fonctions algébriques sur un corps base, k, 
arbitraire, mais, avec une infinité d’éléments ; S = S(<;0, ..., ca) 
une extensión transcendente puré de S et Q = S(t¡0, ..., vim) une 
extensión algébrique finite de 2.

Proposition 1.4. Si v est une évaluation de S élargie d’une 
évaluation, v, de S et si est une autre évaluation de S com- 
posée avec v, il existe une évaluation v, de S élargie de vx et 
composée avec v.

Démonstration. Des hypothéses il en result: Rv,c Rv, 
Rv = R- n S, pvc et que pv est le conducteur de Rv par rap- 

port á Rv- Si nous posons R = RV1[c0> •••» Gal en resulte que 
jj=Rpv cR pv, = Pi, et, comme les (c) sont algébriquement indé- 
pendants sur S, p et"jq sont prémiers et pnRv,= pv, p!nRv,= Pv,.
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Si quelqu’un des (?) n’appartient pas á R- , nous le remplacerions 

dans R par — et alors nous pourrons toujours supposer que 

R£RV, d’oú Rp v c R- pv £ p- , c’est á dire, p £ p- . Si 
p=p-nRDp nous prendrions un diviseur minime prémier, pv 

de (px, p). px est distinct de l’idéal unité. En effet, si un diviseur 
prémier minime de (px, p) était l’idéal unité, il le serait aussi 
(px, p) et, alors, serait 1 = /i ^')pí (í) + /2 (c)PW> oü
et p1=O(p1), j>=0(p), mais, comme les (c) sont algébriquément 
independants sur S, il resulte que /i, f.2, p £ RnS = RV], 
d’oú pjnRVi= pV1, PC pnRV1=p-nRv,cp- n Rv = pv, parceque 
v est une évaluation élargie de v, et comme pv c pv,, il resulte 
que et £ appartiennent á pV1, et alors 1=0 (pV1) ; contradic- 
tion. Nous allons prouver maintenant que p, n RV1 = pv,. Evidem- 
ment pV1— Pi n RVJ soit <o ¿ px n Rv, , alors il-y-a un élément,
í =|= 0 (pv p), tel que w;=0 (px, p), ; E K d’oú = /’1Wl’1+
+fz^)p, P € E, Pi E pi, P € p et, par l’independance
algébrique des (?) sur S, resulte coc0 = /j0p10 + f20p0, fí0, f2Q,

Pw, Pvp Po^pvp ío=|=0(pV]), donc,)oi;0=0(pVi) et comme
co=|HO(pV1) on obtient w = 0(pV1) c’est á dire p!nRVl£pV1. 
De ce qui precede il resulte pEpx. Or, pi31> puisque si px£p 

serait n RV1 £ p n Rv, = (p n Rv) n Rv, = (p- n R n Rv) n Rv, — 
= pv n RV1 = pv , d’oü pV1 c pv , contradiction ; et alors, 
p c tj] . De cette relation et de p = p- n R il resulte, par le leme 4 

deZariski, [8], qu’il existe une évaluation, ■zq, de S composée avec 
v tel que p- nR=p1. Soit v' l’évaluation subordonnée par 
dans S, alors RV'n S c R-n v = Rv er pv-= Rv'n p- . Or. 

de p1nRv, = pV1 il resulte pVj5pv', doncj si «¿Y et «£RV1,
1 r 1

TT Pv, et — e pV', done <o € Rv' , d’oú Rv-£RV1. D’ici il en 

découle pv- = Rv- n p^£RV, n p-_ = Rv, n (R n p- ) = RV1 n = pv,, 
done v'—<y1. Q.e.d.BC
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Proposition 2.4. Si v* est une évaluation de Q élargie d’une 
évaluation v de S et si vx est une autre évaluation de S com
pasee avec v, il existe une évaluation, v*x, de Q élargie de vx et 
composée avec v*.

Démonstration. Soit v 1'évaluation subordonnée par v* 
cíans 2 ; par la Prop. anterieure il existe une évaluation, vv 
de 2 élargie de tq et composée avec v. Or, par la prop. 1.3 
il existe une évaluation, v*v de ü élargie de v1 et composée 
avec v* ; l’évaluation d*. sati'sfait les conditions de l’énoncé.

Q.e.d.

§ 5. Relations entre le centre d'une évaluation et les cen
tres des évaluations élargies d'elle méme.

Nous adopterons dans ce § les hypothéses et notations du § 2, 
de plus nous supposerons que P est intégrement férmé et que 
ies 7)i, i = 0, ..., ni dépendant intégrement de P.

Notations. P*1 = P[y¡0? •••, T,J, Q = 2(tj0, ..., et nous 
appellerons V*x á la variété de l’espace afin Au+n+a+s dont le 
point général a comme coordonnées non homogénes : (;0, ..., ;n, 

^ni)*

Definition 1.5. Une évaluation, v, de 2 (ou de 2) nous 
Pappellerons admissible, s’il se verifie que min. {-v(50), ...» re(;ü) }• 
>0 (min. ..., v(&), ..., ufa) }>0); et nous dirons
qu’elle est canonique si min. {«(!;0), ..., f(^n)}- = 0, (min. ¡ v(^0), 
..., *>(?„), -y(c0), T’(ca)^=0).

Lemme 1.5. Si v* est une évaluation de £1 élargie d’une éva
luation admissible de 2, le centre de v* dans \’*, est á dislance 
finie.

Démonstration. En raison des hypothéses on a

p, . <i>, , „ p. — i . . (¡) /a <n r ñ 1 » 1,1S.' + +ar> (C) = O, a CP, . ,
1 n ( J = 1, •••, P.

d’oü pj v* (t¡¡) > min. j (a\") + (p - 1) v* (rh), ..., v* (o"’) ¡ , • r i
et, en supposant que le deuxiéme membre est égal áBC
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194 REVISTA MATEMATICA HISPANO-AMERICANA

er, comme l’évaluation v est admisible,

v* (¿7Í¡>) = v («!”) > 0 d’ou i = 0, ...,m
Q.e.d.

Si v* est une évaluation de Q élargie d’une évaluation ad- 
missible, v, de S' et si p* et sont les idéals de P*x y et P qui 
définent leurs respectifs centres sur V\ et V, on démontre sans 
dificulté le suivant:

Lemme 2.5. p* n P = p;,nP? ou on a le signe d’égalité 
si, et seulenvent si, p*nP est homo gene.

Proposition 1.5. Les centres, p*j, i = l, ..., g, dans V*x des 
évaluations v*, i = l, ..., g de Q élargies d’une évaluation admis- 
sible, v, de S, coincident avec les idéals prémiers minimaux de 
P* (Pnp-j.

Démonstration. Par hypothése, P est intégrement fermé et 
les (c) sont algébriquement indépendants sur S, d’oü l’anneau P 
est aussi integrement fermé ; et comme P*1 depend intégrement 
de P, il en resulte, en raison du lemme précédent et du Th. 9 de 
Krull, [2], que les centres p*4, i = l, ..., g sont idéals prémiers 
minimaux de P*x (Pnp-). II reste prouver que tout idéal prémier 
minime de P\ (Pnpv)est le centre d’une des évaluations v\, 
í-1, ..., g.

Soit O* le corps qu’on obtient par adjonctión á Q de tous les 
conjugués des (r¡i) par rapport á S: Q*=Q(v¿2), ..., 7]^o), ..., 
et P^=P*b¿2), ..., ..., >¡(2),..., Nous appellerons V*\ á lai - 1 i 'O ' ' '0 m m
variété de l’espace afin definie par le point géneral (£0, ..., ^n, q0, ..., 
<;a, *1o, •••> •••> h('a'n)y) • Soient tq*, ..., v'* les évaluations de Q*
élargies de l’évaluation v de S. Les anneaux d’évaluation Rv**, 
i = l, ..., r sont conjugués dans les automorphismes de Q* sur 
S, [1]. Comme v est une évaluation admissible, on a P,* ' c Rv** , 1 i
i = l, ..., r, done, toutes les évaluation v** , i = l, ..., r ont leurs 
centres á distance finite et on peut les representer au moyen 
des ideáis p , t,= l, ..., r de Px . II resulte alors que p =pv** nPj , 
i = l, ..., r d’oü p nP.= p-.nP et, par ce que nous venons de
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voir, Ies ideáis p *, ¿=1, ..., r sont diviseurs prémiers minimaux 

de Pj (p-nP). Or, comme P** dépend integrement de P, il 

reste invariant par rapport aux automorphismes, 0^, de Q* sur S, 
ei il en arrive de méme au sujet de l’idéal P* (p-nP), d’oíi il 
resulte que les diviseurs prémiers minimaux de cet ideal se per
muten! entre eux au moyen des dits automorphismes. S’il y 
avait un diviseur premier minime, b , de P. (p- n P) distinct 
des p ’ , i = l, r, il existeraient des éléments, io/*, i — 1, ■ ■r,
de P** tels que ~|= 0 (p**), (o.!i! = 0(p^), i.= l, r et comme 

1; a une infinité d’éléments, on pourrait déterminer les k, C k, 

i = r de facón que w* = v k, co* h|= 0 (P**), / = 1, • ••< C et 

évidemment <o*=0 (p**j). Soient o>*,2), w*,v) les éléments con-
jugués de w* par rapport á S ; comme w* C I3i tous appartien- 
net á P**, d’ou N(w*)= w* ... <o*(v)=0 ( pr** ) et comme N(co*)€P 

et p** est diviseur prémier minime de P, (p;. n P), il resulte 
que N(<o*)=0 (p- n P), d’oíi o*, ..., <o*(v) =0 (p**)> •••> r

done w*(a) =0 (p**), et, si 0a est l’automorphisme qui
transforme w*(a) dans <o*, comme 0a (p**)= p.” , l<j<r sera 

w*=0 (p )( contradiction. Done, tous les ideáis pré-
miers -minimes de P/ (p- n P) sont des centres d’evaluahons v¡ .

Or, si p* est un idéal prémier minime de P*(p-n P) on a 

p nP = pvnP. Soit -w* une évaluation de Q dont le centre sur 
s

V' soit b' et w 1’évaluation subordonnée dans alors, p n P = 1 r s __ __ * s

= p- nP done, p- nP = p-nP. Comme Pj, _c Rw* il resulte que 
si w** est une extensión á O* de la évaluation w*, Pj , et
le centre, p**, de w** dans V** sera á distance finite et viendra 
defini par un idéal p**, de P** ; il resulte, alors, que p** n P = 

= p- n P, d’oíi p**nP=p-np done p** est un diviseur prémier 
minime de P/ (p- n P) et, par ce que notis venons de prouver, il 

est le centre d’une évaluation, v'/ , qui est extensión de l’évalua- 

tion v et, comme p = p** nPj cet idéal est le centre de l’évalua- 
s
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196 REVISTA MATEMATICA HISPANOAMERICANA

tion subordonnée par v* dans Q, laquelle est une extensión de 
l’évaluation v.

Q. e. d.
Corollaire. Si v est une évaluation de S dont le centre dans 

le cone VA vient definí par l’idéal et si v*, i = 1, r sont 
leurs évaluations élargies d Q, on vérifie que les centres p¡*, 
i = l, ..., r de ces évaluations sur V\* coincident avec les idéals 
■prémiers minime.s de Pi*^.

Soit W une sous-variété irreductible de V definie par 1’ideal 
homogéne $ de P; WA la sous-variété du cone VA définie par 
p = ^ ; y une évaluation de S avec centre WA dans VA ; 
v l’évaluation subordonnée par v dans S, dont le centre dans V 
est W ; v' une évaluation admissible, arbitraire, de S avec son 
centre dans W ; v' une évaluation admissible de S élargie de v' ; 
v¡* i=l, g, les évaluation de Q élargies de v : p¡*, ¿ = 1, ..., g 
leurs respectifs centres dans Vp; v?’, ¿ = fe les évaluations 
de Q élargies de v' et p* , ¿=1, h leurs respectifs centres dans 
V’i*, alors on a la suivante :

Proposition 2.5. Les ideáis p*', i —1, ..., h sont diviseurs des 
ideáis p.*, i = l, ..., g.

Démonstration. Par le leme 2.5 on a S p-, n P d’oü 
Pi* í Pi* (p-, n P). Or, par la Prop. anterieure et son corollai
re, on a que les ideáis p*, ¿.= 1, ..., g coincident avec les divi
seurs prémiers minimes de Pp et les ideáis p^', i=l, ..., h 
avec les diviseurs prémiers minimes de Pi*(p-nP), d’oü l’on 
tire, de fa^on bien connue, notre proposition.

Q. e. d.

§ 6. Coordonnées et idéals bihomogénes.
Soit T=fe[^0, ..., xn ; y0, ..., ym] l’anneau des polynómes 

dans les indéterminées (.x0, ..., xn) et (yd, ..., yra) sur un corps 
de constantes fe, arbitraire et avec une infinité d’éléments et 
P = ’ •••> ) un ideal prémier engendrée par des formes,
fa.o. , ¿=1, n, homogénes par rapport aux (%) et aux (y); 
auxqueles on appelle bihomogénes. Si xi = fcdP)> /=0, ..., n

./=0,..., mBC
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aux (So, ; r¡0, ..., r¡ni) nous les appellerons coordonnées du 
point général de la variété algébrique double, 75, definie dans 
l’espace projectif double par l’ideal P.

Notations. P* = ¿[£0, t¡0, . .T/P;

c n
Q = ...... ^lo. •••> H'i-v» ^=-7,

'¡o

0* = Tq\, ..., Yj'J, K* = 1c (£'i , , v¡\, ..., 7¡'m)

Proposition 1.6. Si X et ¡x sont deux éléments non nuls de k, 
la correspondancc >X^, y¡j—>¡x r¡j, ¿=0, ..., n, i = 0, ...,m,K, 
c.st un automorphisme de P* et done de £}.

Demonstration. Evidemment a est un homomorphisme. 
Soit /(^ ; 7]) un élément de P* tel que (/(£ ; iq))=/(X^ ; |xr,)-0, 
d’oíi il resulte que /(X%; p.y)=0 ( P) et comme ¡'ideal /' est 
bihomogéne tous les composants bihomogénes de /(Xx; ¡xy) 
appartiendront á P. Si fa ^(Xz; |xy)=X est une quel-

cc 3conque d’entre elles, il resulte X I1' y)=0 (P), d’ou comme
X^O, 1x4=0, fa p(x;y)=0(P), done, fa vj)=() et aloes /(£; ^>=0.

Q. e. d.

Corollaire. Si tv t2 sont. deux transcendentes sur Q, 011 a que 

[q Hoí • • • > X1 íni T2 >0> • • •, ~2 ^|J P'

Définition. Aux anneaux et corps qui jouissent de la pro- 
prieté de la proposition anterieure nous les appellerons bihomo
génes. Nous appellerons ideal bihomogéne, d’un anneau bihomo
géne P*, a tout ideal tel que si /(£ ; r) l’appartient, tous leurs 
composants bihomogénes l’appartient aussi.

Lemme 1.6. Si un ideal I* de P* admet tous les auto.morphis- 
mes t-, c’est á dire, si t-z pour tout X et tout ¡x de k
pas nules, l’ideal I* est bihomogéne.

Demonstration. Soit /(q ; yj) un élément arbitraire de I*: 
i=|l, j=v

j(£ . rj= V r), oíi /y sont formes bihomogénes des dé- 
i=a,j=?

grés i, j, par rapport des (§) et (r¡), quelques térmes de la somme
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198 REVISTA MATEMATICA HISPANOAMERICANA

peuvent manquer. Par l’hypotése on a SkV/ijfé ; r¡) = 0 (I*) pour 
toute valeur non nulle de X et ¡i. Mais, comme k a une infinité 
d’éléments, on peut déterminer un systhéme de valeurs des mé- 
mes tels que le déterminant formé par les coefficients de toutes 
¡es relations qui en resultent, soit distinct de zéro et alors tous 
les composants bihomogénes de /(£ ; v¡) appartiendront á I*.

Q. e. d.

Comme dans le Th. 2 [8] de Zariski on prouve ce qui suit:

Lemme 2.6. Tout idéal bihomogéne on peut le décomposer 
en compo.ssants primaires aussi bihomogénes.

Mais on peut suivre la démonstration suivante, plus briéve 
qui nous a été comuniqué par le prof. Zariski :

Démonstration. Si p est l’ideal prémier correspondant á 
l’ideal primaire q de P*, et si p* et q* sont 'les ideáis de P* 
engendrés par toutes les formes bihomogénes de p et q respecti- 
vement, on a que p* est l’ideal prémier de l’ideal primaire q *• 
Soit maintenant I* un ideal bihomogéne arbitraire de P* et 
I* = qt n ... n qs une décompo’sition nórmale du méme ; q* 
z = l, ..., 5 les ideáis engendrés par les formes bihomogénes des 
ideáis q¡, ¿=1, ..., s. Alors, comme 1* est bihomogéne I*£q*, 
r=l,...., s d’ou I* c q*x n ... n q*8 c n ... n q, = I*.

Q. e. d.
Etant donné un ideal arbitraire de l’anneau o* á l’ideal de P* 

engendré par toutes les formes bihomogénes qui resultent de faire 
bihomogénes tous les éléments de celle-lá, on l’appelle l’ideal 
bihomogéne correspondant á l’ideal donné. Les relations ideal- 
théoretiques entre cettes anneaux on peut l’établir d’une facón 
tout á fait analogue á celle de Zariski dans [8]. En effet, soit

0 k (£0, 1QO) 1, • • •, n, v¡ !, ... , Y] m] = k (.Co, *Qo) [co> • • • J *¡0, • • • ,

d’ou o* = P rf. on a le suivant:k &, TQo]

Lemme 3.6. Entre les anneaux o* et o* on a les rélations sai
nantes :

a) o* □ o*.
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b) Tout élément de o* peut se mettre dans la forme

“*“ Tifc e ’i"+'' ’7+ • • •+
oü les appartienncnt á o*. La condition necessaire et suffi- 
sante pour qu’un ideal, u*, de o* soit extensión d’un ideal u* de 
o* est que tout élément de u*, écrit dans la forme anlerieure, 
soit- tel que toutes les appartienncnt á U*.

c) o*U*nO* = u*.
d) Si u:\ n 11*2 = U*3 on a que 0*11*! n 0*U*2 = 0*u*8.
<?) Si p* est prémier en o* il l’est aussi o*p*.
/) Si q* est primaire dans o* et p* il est son ideal prémier ' 

corréspondant, d’analogues relations sont erais pour o* q* 
et o*p*.

g) ó* (u%, U*2) = ("o* U*i, o * u*2).

h) o * (U*i U*2) = (O * U*i) • (O * U*2).

i) O*(U*1 : U*>) = 0*U*! : 0*U*2.

Démonstration. En raison du corolaire de la prop. 1.6, é0 
est algébriquement independante sur K* et v;0 il l’est sur K*(í¡0). 
En mettant Oj* = li (£,,) [o*], il resulte que o* = ¿(t¡o) |o*,l. On ob- 
tient maintenant la démonstration par application succesive des 
propositions analogues démonstrées par Zariski [8], en. prémier 
lieu aux anneaux o*, o\ et aprés aux.anneaux o*1 o*.

Q. e. d.

A tout idéal u* de o* lui correspond un idéal U*=O*U:! de 
o* et á celui-ci un idéal. u** = U*n P*. de P*. Nous appellerons 
C et C* á l'ensambles de tous les ideáis de o* et de P*. respecti
ve ment, obtenus de cette maniere quand u* parcourt tous les 
ideáis de o*.

Proposition 2.6. La correspondance entre les idéals de o* et 
ceux de la classe C* de P* est biunivoque et jouit des propriétés 
suivantes:

a) La condition necessaire et suffisante pour que l'idéal U°
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de P* appartienne d la classe C* est qu’il soit homogéne et que 
et 7]0 n’appartiennent pas a aucun diviseur prémier minime de 

lui mente.
b) Si U = Qi n ... n et si p,, i.= l, r sont les idéals pré-

miers correspondants et si u*> Q*, p *, i.= 1, r sont les idéals de 
C* correspondants aux precedentes, on vérifie que tl*=Q1*n ••• ní|r* 
et que p* est l’idéal prémier de q*, i — 1, ..., r. La reciproque est 
aussi certain si les idéals u*, Q*> p*, sont dans la condition a).

c) Si U]*, U2*> U3*, sont les idéals de C* correspondants aux 
idéals U1? u2, U3, de o* respectivement, et si U3 = (U1, t¡2), 143=11! - U2 
ou U3 = Ut : U2 on a U3*=(U1*, U2*), U3*=U1* U2* ou U3*=U2* : U2* 
respectivement; et reciproquement, si on satisfent les conditions 
de a).

Par le lemme anterieur, la démonstration de cette Prop. coin
cide avec celle donnée par Zariski dans le cas des variétés ordi- 
naires, [8].

§ 7. Evaluations des corps bihomogénes.

Dans ce qui suit nous adoptérons les notations et hipothéses 
des 2 et 6.

Définition 1.7. Soit une évaluation de Q ;
i(£)= ¿o ?0 + h Qi + • • • + lu , k € k, i = 0, ..., n 

et Z (v¡) — l'o r¡o + •. • + Z’m "7», I', € k, i — 0, ..., m 

sont des formes linéaires en les (?) et les (rj, respectivement, de 
valeur minime par rapport aux valeurs de toutes les formes li
néaires dans lés (?) et dans les (t¡) respectivement. Nous appelle- 
rons centre de v* dans “25 á la sous-variété définie par l’idéal, 
engendré par toutes les formes bihomogénes frj o(£, 7¡) de P* tels, f \ •«, P 1 _
qui íi* ( —rí-S— ) >0.

V Za7'M
A l’idéal (ij0, ..., En ; t¡0, ..., r;m) et á tous leurs primaires on 

les appelle irrevlevants de P*.

Proposition 1.7. Le centre, ^*, dans *25 de l’évaluation v* ne 
dépend pas des formes de valeur minime choisies; l’idéal <>|3* est 
prémier bihomogéne, distinct de l’irrelevant et, si l’évaluation 
subordonnée par v* dans K* n’est pas triviale, differente de 
l’idéal zéro.
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Démonstration. Soient Z(£) et /*'(£) deux formes de valeur mi- 
nime dans les (£) et deux autres formes linéaires de

/ f \ f r \
valeur minime dans les (>¡): si | —-^7- | >0 on a |----I =

\
• *( \ J \ n ' • tiv ----4- +^ --------  l=tn---->0 et reciproquement. 11 n-v-a\fi$l Xfví)

pas de difficulté pour la démonstration que est un ideal pré- 
mier et bihomogéne. De v*(l (£)) > min. ¡ V* (£0)> •••> v*(£„) i il re
sulte, que si min J v* (£0),v* (£n) | = v*(£0), on peut le prendre 
comme forme linéaire de valeur minime dans les (£) la forme £0 ; 
pareillement, si min. ¡ v*(v¡0),..., | = v*(7¡0), on peut le pren
dre comme forme linéaire de valeur minime dans les (r¡) l’élé- 
ment r¡0. Alors on a £0, r¡0=|=0 ($J*) d’ou n’est pas l’irrelevant.

/ fa$ \
• Si £0 et r¡0 sont de valeur minime et ^—(O) serait ^*1-----r 1 = 0

X E r. r / s0 *o '
pour tout fa o , d’ou l’évaluation subordonnée par t* dans K* 
serait triviale. Reciproquement, si l’évaluation subordonnée dans 

. í faQ \K* est triviale serait v* —Lr | = 0 par toute forme bihomogéne 
X /

de P*, done $*.= (0).
Q. e. d.

Lemme 1.7. Si v* est une évaluation de O qui subordonne 
l’évaluation v dans S et si eí sont leurs respectifs centres 
dans et V respectivement, on verifie nP=^.

Lemme 2.7. Si est un idéal homogéne de P, l’idéal 
P* et tous leurs diviseurs prémiers minimes sont bihomogénes.

Démonstration. Si /(^ ; r¡) est un élément arbitraire de P* $ 

sera /^; r¡) = í\ £ P*> ¿ = et si
i=l

X et [x sont deux éléments, pas miles, quelconques de fe, comme 
s

■¡R est homogéne, sera ?i(X £)=0(^) d’ou t-a (/*) = v f. (¿.X, •
-K • V ^—1

. cp.(l£)=O(P* ) et, par le L. 1.6, l’idéal P*$¡ est bihomogéne.
La seconde partie du lemme est maintenant une consequence 
du L. 2.6.
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Proposition 2.7. Si v est une évaluation arbitraire de S avec 
centre dans V et si v* est une extensión á Q de celle-lá, le 
centre de v* dans ^5 gil sur et divise un, au moins, des 
idéals minimes prémiers de P* qui gisent sur ‘>3.

Démonstration. En raison du L. 1.7, l’idéal git sur 
d’oü P* ^5 E et alors, divise un, *, au moins, des idéals 
prémiers minimes de P*^, c’est á dire, d’oíi

Q. e. d.
Définition 2.7. Si 'W* est une sous-variété. irreductible de “23 

définie par l’idéal <$>* il s’appelle anneau de quotients, Q(W*).= 
= P* 9, par rapport á la sous-variété mentionée, l’ensamble de

, • «p . rtous les quotients, ----- ---- , de tormes bihomogenes des memes
(£; r¡)

dégrés par rapport aux (H) et aux (r¡) et telles que ¿rag=¡=O(<>p*). ’ 
La méme démonstration du Th. 3 de Zariski, [8], est valable 

pour la suivante :

Proposition 3.7. Une condition necessaire et suffisante pour
qu’une sous-variété irreductible, W*, de “25 soit le centre d’une 
évaluation v* de £1 c’est qu’il se produise une quelconque des 
conditions suivantes:

1) Q(W*)ERV* et les non unités de Q(W*) sont non uni- 
lés de Rv*.

2) Q(W*) S- Ry* et W* est la plus grande sous-variété de "25 
iouissant de cette proprieté.

Définition 3.7. Nous appellerons dimensión d’une sous-va- 
liété irreductible, W** 1 2, de *25 et de son idéal bihomogéne, 
correspondant, á la dimensión de ce dernier idéal consideré 
comme idéal ordinaire diminué en deux unités. Nous appellerons 
q+2 au degré de transcendence de Q sur k.

Proposition 4.7. Si W* est une sous-variété irreductible pro- 
pre de *25 de dimensión d il existent des évaluations de O, avec 
centre dans W*, de dimensión c, étant o un entiér rationnel tel 
que d<p<q-j-l.

Démonstration. Avec l’expression propre de l’énoncé on ex
prime que l’idéal premier et bihomogéne, ^*, correspondant á 
W* ne git pas sur les idéals irrelevants de P et P'=k [r0, ..., r¡m].
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11 existe, pourtant, une (0 et une (v¡), p. e. £0 et r¡0, tels que 
r)o=|=O(^*). Par la Prop. 2.6, á lui correspond un idéal 

non homogéne p*, de o*. Evidemment dim.(p*)= d et le degré 
de transcendance de K* sur k est égal á q. Par le Th. 4 de Za- 
riski, [8], il existe des évaluations, v*', de. K*, de dimensión arbi- 
traire, p', etant p' un entier qui satisfait les relations d<p'<q — 1, 
et tel que pv*' o o*— p*’, o* £RV*.. Qr, come Q est une extensión 
transcendante puré de K* : Q=K*(E0, y¡0) (Cor. de la Prop. 1.6), 
il resulte, par la Prop. 1.2, qu’il existe des extensions á Q de v*' 
de dimensión p étant p un entier tel que p'<p<q +1. Soit v* une 
de ces évaluations de dimensión p et soit son centre sur CB. 
Comme ■u* est une extensión de i’*' on verifie que

done v* (£0) = min. J v* (É-o), ..., v* (£„)'
et t>*b]0) = min. ) v*(t¡0), ..., '

í AlVo, 
^0 *0

d’oü il resulte que £0 est une forme lineaire de valeur minime 
par rapport des (£) et Test par rapport des (r¡). Si r)

est une forme bihomogéne arbitraire de ^JJ*, on a v*

done, i’*'I f /JL, 2L j > 0 et alors /(? ; r¡) = 0(^*). Récipro- 
\ \ £o >¡o / /

quement, si ía o (£; est une forme bihomogéne arbitraire
de.r sera/ et A))>0 d’oú

’H \ qo / \ r ' So tío / /

0 et fry 3 = 0($**) done $*=$**.

O. e. d.
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204 REVISTA MATEMATICA HISPANO-AMERICANA

DEUXIÉME PARTIE

CORRESPONDANCES ALGÉBRIQUES

§ 8. Définition des correspondances algébriques

Dans ce qui suit, nous admettrons les hypothéses et les no- 
tations des á part 6 et 2. A la variété irreductible, définie par 
le point général (r¡0, Tjm) nous la représenterons par V' et 
nous emploierons en outre les notations suivantes :

Nütations 1.8.
X = ¿Clo, P' = ¿h0,

Nous appellerons ^ + 1 le dégré de transcendance de S sur k ; 
$ + 1 le dégré de transcendance de S' sur k ; a + 1 et K+l aux 
degrés de transcendance de Q 'sur S et S' respectivement. Alors 
on a r + a + 2=s'+b+2i=q+ 2.

Définition 1.8. A la variété algébrique double T on l’ap- 
pélle, [5], variété de définition de la corr'espondance algébrique 
T entre les variétés V et V', auxquelles on nome variété origi
nóle et variété imáge, respectivement. Deux sousvariétés irreduc
tibles, W et W', de V et V' respectivement nous dirons qu’elles 
sont homologues dans lá correspondance algébrique T, et nous 
écrirons W' = T(W), quand il existe une évaluation, t’*, de Q 
telle que les évaluations v et v', subordonnées par elle dans S 
et S', aient comme centres dans V et V' aux sous-variétés W et 
W', respectivement.

Théoréme 1.8. Toute sous-variété irreductible, W, de V a, 
au moins, une sous-variété homologue en T.

Démonstration. Soit l’idéal prémier et homogéne de P 
correspondant á W et v une des évaluations de S avec le centre 
en W. En raison de ce que nous venons de voir dans la pre
mier partie, il existe une infinité d’évalutions de Q qui sont des
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extensions de l’évaluation v ; soit v* une de celles-lá et v' l’éva- 
iuation subordonnée par -y* dans S'. Le centre, W', de v' dans V' 
(le quel peut étre toute la variété V', si v' est l’évaluation tri- 
viale de S'), est une sous-variété homologue de W.

Q. e. d.
Soient : I’idéal premier et homogéne de P qui définit une

sous-variété, W, de V.; ^3*, ¿=1, ..., g, les idéals prémiéres 
minimes de P* ^3 qui gissent sur ; ^'1= ^*1 n P', i=l, ..., g 
et W'j, i=l, ..., g, les sous-variétés de V' correspondantes á ces 
dérniérs idéals. Alors on a le suivant:

Théoréme 2.8.
a) W/ = T(W), i=l, ..., g.
b) Si W' = T(W) il e\xiste un i, au moins, tel que 

et W' CW'S.
Démonstration. a) Des hypothéses il résulte qu’il existe 

une (£) et une (tj), p.e. £0 et t¡0, tels que ?0, r¡()=|=0 ($*,). Soit v* 
une évaluation de ü avec centre <33*i dans 35 (Prop. 4.7) et soient 
v\ et v\ leurs évaluations subordonnées dans S et S', respecti- 
vement. Par le Lemme 1.7, les centres de et de v\ sont W et 
W'j, respectivement.

b) Soient: v* l’évaluation de Q qui subordonne dans S et 
S' les évaluations v et v' avec centres W et W' respectivement ; 

c£* et ^J3' les idéals de P* et P' qui définent les centres de v* 
ct v' respectivement. Par le Lemme 1.7 on a ‘if* nP=$ et

n P'= *>13'. De la prémiére de celles-ci *on a 1)3*—P*^ d’oii
□ $$**, bu $$■** est un diviseur prémiér minime. de P* 1)3. De 

la dérniére relation on en déduit que 1)3** git sur et alors 
sp**=^4*, l<i<g, done ^3'2^3'í

Q. e. d.

Définition 2.8. A la sous-variété W'j + ... + W'g (en géné- 
lal reductible) définie dans le théoréme precedent nous l’appe- 
lierons variété transjormée, ou imáge de la sous-variété W de V, 
et nous la representerons par T[W].

Théoréme 3.8. Si W, cWcV et W'=T(W) il existe une 
sous-variété W' de V' telle que W', = 1(W4) el W\ £W'.

Démonstration. Soient: v* l’évaluation de Q au moyen de 
iaquelle on définit W' ; v et v' íes évaluations subordonnées par 

3
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206 REVISTA MATEMATICA HISPANOAMERICANA

■a* dans S et respectivement. De la rélation cW, il re
sulte, par le L. 4, [8], qu’il existe une évaluation, -zg, de S avec 
centre Wx et composée avec v, et, par la Prop. 2.4, il existe 
une évaluation, t'*x, de £1 composée avec t* et élargie de i>1. 
Soit v\ 1’évaluation ’subordonnée par v\ dans S'. Alors on aura 
RV' = Rv* n Rv'j = RV1* n S' et RV1* c Rv* , d’ou Rv\ S RV'. 
Soit W\ le centre de v\ dans V'. Si R^, = RV' sera W,1=¡W/ 
et si RV' cRV’, , sera composée avec v' (Prop. 1.1) et, par le 
liemme 2, [8], on aura \V\ £W .

• Q. e. d.

Théoréme 4.8. S¿ TA est une correspondance algébrique irre
ductible entre les variétés V et V' ; TB et TB- les correspondan- 
ces birrationnelles entre V et V' et leurs' respectivos varietés nor
males dérivées (ou locaJément normales, suivant les cás\ V et \ : 
la- correspondance TA subordonne entre les variétés V et V' une 
correspondance algébrique irreductible, Ti, tel que

_  rn * m _ m q’x ■ B' -t A i B •

Démonstration. Soient (£0, ..., et (r¡0, ..., rl(l) les points 
généraux de V et V' respectivement, et posons: P = k[£0, ..., íjp], 

iJ, P*=¿[£o, ÉP; lo, •••> iq], K=¿í-l-, •••> — Y 
V Éo Éo /

K'=d4........ ÍL; i...........................................................

\ lo lo / \ Co lo lo lo /

Sj & (L • • • > ¿p)> X (lo> • • •) Gq\ (ío> • • •» Íp j lo> • • • > lq) •

En raison de [7] les corps K et K peuvent étre assumées égaux, 
et de méme K' et K', alors, par la mémoire mentionnée et le 
corollaire de la Prop. 1.6, on peut idéntifier les corps et Ó
avec les corps S, S' et Q respectivement. Or, les coordonnées 
homogénes (^) et (r¡j) résultent de multiplier les non homogénes 
par des éléments íj0 et r¡0, respectivement, les quelles sont trans- 
cendantes sur K et K', on peut, done, les choisir de fa^on que 

soit transcendante sur K* et soit transcendante sur K* (£0).
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PEDRO ABELLANAS.—CORRESPONDANCES ALGEBRIQUES 207

Dans cettes conditions, si est la correspondance
— Mi, i = 0, ..p, j=0, q, 1, [i ¿ le, 0, ¡i + 0 et si

v (P&^) = 0 étánt +
\ Eo >¡o /

~ ~ 0 / 5. fi- \

+ Éo”" V“ f q | ~t" ; “I un élément de P*, il resulte
an Pn \ f .» /

\ ?0 '¡0 /

Aa> n r‘I t a> T iJ| f ( \ I I } rJ'a u |J“ E a» f __  n rt’ru'i
|i co Ao /„ p “, —+••• + P- &0 TÍ0 /n Q — d d ou

1 l 1 \ í vi / zn r»\ ÍO '¡0/

frj Pj í “ ; _JL^=Ó, ¿=1, n, done F(£ ; yj) = O et la corres- 
11 1 \ £o r¡o /

pondance est un automorphisme de P* et (;0, ; r¡0, ..., r¡q)
sont les coordonnées bihomogénes du point general d’une va
rióte algébrique double irreductible, *2) , qui définit une corres
pondance algébrique, T-, entre V et V'. Soient : r* une évalua- 
tion arbitraire de Q ; v et v ses évaluation subordonnées dans S 
et S' respectivement ; W et W les centres de v sur V et V res- 
pectivement ; W' et W' les centres de v sur V' et V', respecti
vement, alors on aura: W' = TA (W), W'== T-(W), W =T» (W) 

et W' = Tb- (W) d’oü W' = TB' Ta Tb (W) et, comme cette ré- 
lation est elle valide pour toute sous-variété, W, de V, i! re
sulte ta - t;1 ta tb .

Q. e. d.

En vertu de ce théoréme et du mémoire [8] de Zariski, l’étude 
des correspondances algébriques est réduit au cás dans le quel 
aussi bien la variété origínale que la varióte image sont locale- 
ment normales dans l’espace projectif. Alors, dans ce qui suit 
nous supposerons que les variétés V et V sont normales dans 
l’espace projectif.

§ 9. Expresions paramétriques des correspondances algé
briques.

Lemme 1.9. L’anneau <U = S[y;(), ..., r¡J admet les automor- 
phismes ta i = 0, ..., m ou 5 est un élément, pas nul,
arbitraire de S.
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208 REVISTA MATEMATICA HISPANOAMERICANA

Démonstration. Soit F(r1) = fai (r¿+ ... +/au(r¡) un élément de 
11 tel que t3 (F(r¡))=0, les étant formes par rapport aux (t¡) 
de dégré's o,. Or, de (F(r}))‘=0 il resulte

a<Z1 ta (*¡) + • • • + fa (7¡) = 0,

et, puisque le prémier membre de cette expresión appartient á 
ú et celuici est un corps bihomogéne, il en résulte que toutes 

n
les composantes bihomogénes de S aWi fa. (r¡) sont nuiles, mais, i=i * 1

m
- = = 2'Pij®’ ¿ = 0, ..., a, [1]

0' j=o

ów H (!•) et les (E) sont des formes de P, telles que : a) c¡, 
i = 0, ..., a sont algébriquement indépendantes sur S et b) :

(q)7¡pi“1 + ...+c<i)(;) = 0, ¿ = 0, m, [2]1 P¡
du les Cj1’ (;), j = l ..., pj, i —0, ..., m sont des formes par rap-

ces composantes appartiennent aux oai fa (r¡), et puisque cr n’est 
pas nulle on a fa (t¡).= 0, ¿i=l, ..., n d’ou F(iq)=O.

Q. e. d.
En raison de ce lemme on peut considérer le’S (v¡0, ..., i)m) 

comme coordonnées homogénes du point general d’une varíete 
sur le corps base S, la quelle est appellée par v. d. Waerden, [5], 
zariété transformée du point général de V.

A l’idéal 11 (r;0, rjm) et á ses idéals primaires on les appelle 
idéals irrelevants de 11.

'Lemme 2.9. (De I. Cohén, [8]). Si l’idéal 11 (0o, ..., 9a) est 
irrelevant dans^, cet anneau dépend intégrement de S[0o, ..., 9a].

Lemme 3.9. Si 11 dépend intégrement de S[60, 9a]
9¡(^) E S, i'=0, ..., a, U dépend intégrement de S[<p;060,

Puisque, dans les hypothéses du lemme, 11 (%, ..., 9a)i= 
— ll(y090, ..., ©a9a) et est done, une consequence inmediate de 
l’anterieure.

Théoréme 1.9. II existe a+1 des éléments de 11 de la forme
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PEDRO ABELLANAS.’—CORRESPONDANCES ALGEBRIQUES 209

port des (c) des dégrés i et dont les coefficients sont des for
mes de P.

Démonstration. En raison du lemme anterieur, il existe a+1 
m

des éléments, 9j = S bu les 9^(5) appartiennent á P, telles
que í=0

(6) vjp-1 + • • • H- (0) = 0, i = 0, ..m.

Appellant H(£) au minimun dénominateur commun de tous les 
coefficients, par rapport des 0, de toutes les ¿z-0 (9), i = l, pt,
í.= 0, m, on a

+ó;i,(6)r¡fi“1+ ... + (9) = 0, ¿«0,

et comme P* est il un anneau bihomogéne, il resulte que toutes 
les composantes bihomogénes du prémier membre de l’expres- 
sion anterieure serant nuiles ; nous pouvons done supposer que, 
déja, le prémier membre de l’expression écrite est bihomogéne. 
En se rappellant qui les 9,¡ sont lineaires par rapport des (iq) et 

O-en posant c. — , ¿.= 0, ..., a, on obtient le théoréme.

O. e. d.

Remarque 1.9. L’anterieur théoréme appliqué á l’anneau 
II' — ..., &n] donne les relations suivantes

+d¡"(cX'~,+ ... + <«) = o, ¿ = 0, [2']

ÓU 
/ n • x

5'l = 'ír#T' = i = 0.........b’ I1']
P- V¡1 j=0

les tp'ij, H'(r¡) et les coefficients des d'1’ par rapport des (;'), sont 
des formes de P' et les df' des formes du dégré j par rapport 
des (;')•

Définition 1.9. Aux expresions (2) et (2') nous les appellerons 
des expresions paramétriques de la correspondance algébrique. 
Aux variétés des espaces affins Am+n4a.H3 et Am4n4b43 définies par 
les points généraux (£0, ..., |n, r¡0, ..., -r¡ta, c0, ..., ca) et (So, ..., £n, 
■.%, v¡m, c'o, <?'b) nous les representerons par V\ et V*2 res- 
pectivement.
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210 REVISTA MATEMATICA HISPANOAMERICANA

Notations 1.9.
P = Ph)........sj, P' = P'[c'o, .... ;'b],

2-sí<»....... ?"), ....... p>=W, • ••.>!□■ *

p% = P’Eo;........?.i-

Rémarque 2.9. Les varietés définies par les points généraux 
(£o> •••> 5 Co, ...» Ca) et (r¡n, ..., r,,, ; ..., c'J sont normales
cians l’espace projectif.

Rémarque 3.9. Les expresions paramétriques de la corres- 
pondance algébrique ne sont pas univoquement détérminées par 
’a variété 95, pas méme par un point general de 95, mais, toutes 
¡es variétés Vt* définies par elles sont birrationnellement equiva
lentes entre elles et avec les V*„.

§ 10. Sous-variétés réguliéres, irréguliéres et fonda menta
les par rapport a une correspondance algébrique.

Soit ‘íJS* un diviseur prémiér minime de P* 93 qui git sur 93 
étant 93 un idéal prémiér, homogéne, distinct de O et de l’irrele- 
vant de P. Nous representerons par E,, f — 0, n et par r¡j, 
y=0, ..., m éléments de P*/93* tels que ^—^(93*), ¿=0, ..., n et 
^ = ^(^3*), 7=0, w, et nous mettrons Q.= fe(l0, ..., L 5 v)0, 
rra) et S = k(£). Nous appellerons 93*' l’idéal prémiér et bihomo- 
géne de k[x ; y] qui définit la correspondance algébrique ; 93 
l’idéal, de S[y], qu’on obtient par substitution dans tous les 
oolynómes de 93*' les (x) par les (E) ; 93'=(?i(£), •••, ?t(£)) l’idéal,

A t 
de P, qui definit la sous-variété, W, de V, irreductible ; 93'

A Az
l’idéal de P[y] engendré par la méme base que 93 ; 3=(93S 93) 5 
A
Q l’idéal qu’on obtient de substituer dans tous les polynomes 

A
de Q. les (E) par les (!•) et 93-, i'=l, • ••, t tous les diviseurs mini- 

A
mes prémiers de Q.

A
Lemme 1.10. L’idéal 93 est prémiér el de dimensión a.
-------------- A A
Démonstration. Si y) g(E ; y)=0(9?) et /(^ ; y)=|=O(93), 

il-y-a un polynóme H(x ; y) = O(93*/) te! que H($ ; y)=f(z ; y) 
; y) d’bu H(;% ; y)=-f(x ; y) g(x ; y) +P(x ; y) bu Ppc ; y) est 

tel que P(H ; y)=0 et, comme les (y) sont des indéterminées sur
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b], tou’s les coefficients de P(£ ; y) par rapport aux (y) serón! nulsr 
d’du P(x ; y>=0(<’B*') et alors ; v) g(x ; y)E=0 ($*') ; mais, 

A
comme /(!• ; y)z¡H0("5?), on a que f(x ; y)=|=0 et = O 

($*') d’du g(£ ; y)==0(^).
A

Soit Q' le corps des quotients de S[y]/^3. Pour prouver que 
A

dim.(^p) = íi, il suffit de voir que Q' Í.2. En effect, a l’élément 
f (,r, + q, ¿)U ¿r(rr; 0 (^*z), on fait correspondre
g y) + >a

l’élément k. ; comnr1 g\x ; y)=|H0(^*y), g(í ; y) n’ap-
^(&y) + $

A
A f'c: v) + .partient pas á et l’élément---- —-------appartient a Q . II

n-y-a pas de dificulté a démonstrer que la correspondance ante- 
rieure est une isomorphisme.

Q. e. d.

Théoréme 1.10. Le degrc de transcendance de £1 sur ü n’esl 
[as moindre que a +1.

Démonstration. Soit ^^(F/a;), ..., Fs(:%)) l’idéal premier 
qui définit V, c’est-a-dire, z = 0, ..., n et "ti? "=■(<?/*),
..., cpt(A;)) l’idéal qui définit a W, alors, c^". Soit f^x) une 
forme qui appartient á et n’appartient pas á ; alors, l’idéal 
lk=(^', /j) * (/](£)) a la dimensión r— 1, éttant r la dimensión de 
$0 comme idéal homogéne. Supposons qui nous avons trouvé les 
formes d, t = l, ..., j, j<r — c, óu 3 est la dimensión de "¡R", 
telles que: 1. Toutes celles-ci appartient a 2. dim.(Ij = (^', 
fj, ..., /j)) = r — £>á. De Ij c “ip" on déduit que ce dérnier idéal 
divise un diviseur prémier minime de I,, au moins, p. e. a ; 
comme dim. (^?/") = dim. (Ij) = r—/ et r —/_>$, ^4" est diviseur 
propre de 5)3/' et alors il-y-a une forme, fj+1, telle que /,+1 E¿0 (<>|3") 
et que /j+1 n’appartient pas á aucun diviseur prémier minime de 
ij. Alors, dim. (Ij+1 = (Ij, fi+A))=T—j — 1. D’du il resulte qu’il-y-a 
r —3 formes: /,.......fr_g , telles (pie: !=($', ..., /r_^)S ‘¡B" et
dim.(I) = 3, d’du <>B,/ est un diviseur prémier minime de I. Nous 
a'Jons prouver que1 l'idéal <ip* est un diviseur prémier minime de 
P* 3 ou I <’B'. En effet, de □ =(?,(;), ..., tpt(c)) on deduit
P* Q c p* c <;j3* d’ou <í?* divise un diviseur prémier minime,BC
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212 REVISTA MATEMATICA HISPANOAMERICANA

^*, de P* Q . De <$* £ ‘>0* on déduit sp* n P £■ ‘’P* nP = et, 
comme Q “íp* n P et ‘>p est un diviseur prémier minime de 
on a l>p* nP= ^P, et alors P* íp = P*(‘»P* n P)S<?P* d’oü ‘$* = ‘>3*.

Par le Dimensionssatz ([3], pag. 43) on a que dim. (*»P*)>grad.
A

trans. (Q: fe) — (r —8)'=grad. trans. (S : fe) + dim. (<íp) — (r— S) = r + 
A A

t-l + dim. ($) — (r — 5) — dim. (sp) + 8 + 1. Mais, comme grad.
Atrans. (S : fe)=dim. ('$) = 8 +1, dim. (sp)>.= a + 1 et grad. trans. 

(Q : fe).= dim. (<>p*) on a grad. trans. (Q : ¿) = grad. trans. (Ü : fe) — 
A

— grad. trans. (S : fe) —dim. (<’P*') —(5 +1) dim. (sp) =a + 1.

Q. e. d.

Définition 1.10. Si ^p est un idéal de P, prémier, homogéne, 
pas irrelevant ; ^p*, i — 1, ..., g les idéals prémieres minimes de 
P* sp que gisent sur ’ip ; sp/ = sp * n P, t = l, ..., g ; £X le corps 
des quotients de P*/*p4* et ¿ le corps des quotients de P/sp ; 
nous dirons que $ est non fondamentale par rapport á la com

posante ^p/ de sa transformée quand grad. trans. (£X : S) = ui + 1. 

Si grad. trans. (Qj :!!)>« +1 nous dirons que ‘’P est fondamen
tale par rapport á la díte composante. Si “’P est non fondamentale 
par rapport á toutes les composantes de sa transformée, nous 
dirons que ^P est non fondamentale ; dans le cas contraire nous 
dirons que sp est fondamentale1. Si est non fondamentale par 
rapport á ‘-p/ et si celle-ci est non fondamentale par rapport á la 
composante de sa transformée qui contient á >p, dans la trans
formaron inverse, nous dirons que 1? est réguliér par rapport 
i' ÍPí', et si on verifie la prémier condition et on ne verifie pas 
la seconde, nous dirons que sp est irréguliér par rapport á ‘’P/. 
Si est reguliére par rapport á toutes les composantes de sa 
transformée, nous dirons qu’elle est reguliére. Si ^p est non fon
damentale et non reguliére, nous dirons qu’elle est irréguliére.

Le.mme 2.10. Toul diviseur prémier minime d¡e Q se trans
forme au moyen de la correspondance (£)—>(£), effectuée dans 

tous leurs polynómes, dans un diviseur prémier minime de Q, 
A .

i i. reciproqu<ement, tout diviseur prémier minime de Q est image, 
dans la correspondance precedente, d’un diviseur prémier mi
nime de Q..
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Démonstration. 1. Soient ¿=1, ..., 5 toutes les d.p.m. de 
Q et appellons ^4, i — 1, s aux idéals qu’on obtient par sub's- 
titution, dans tous les polynómes des ‘’fb, des (£) par les (£). De 

A
il resulte & c sjy., Nous allons voir, prémierement, que 

est prémiér. En effet, de /(| ; y) g(% ; y)=O('5)3i) et /(£;y)=|=0 
il resulte que /(£; ylH|=0 (^i)' et qu’il existe un polynóme, 

F(£ 5 y), tel que F(£ ; y )-=/(£ ; y) g(£ ; y)' + G('£ ; y) = 0('i|3i) et que 
G(£ ; y)i = 0 d’óu, pour étre les (y) indéterminées sur S, il resulte 
que G(S ; y)=0 (P[y]^) et, a fortiori, G(£; y)=0'(Q.), d’óu 

y) g(? ; y)=0 (^¡) et alors g(% ; y)=0 ($4).
Si n’etait pas minime, diviserait un d.p.m., ^4, et 

A A . . .
et il-v-aurait un polynóme, f, tel que f(£ ; y)=0(^i1 

- A'et f(£ ; y)=|=0(<!]?i) et, comme anterieurement, on obtiendrait que 
/(; ; y) = 0 (^i). Or, comme <>pi est d.p.m. deQ, il existe un po
lynóme, g(£ ; y), tel que ; y)=|=0(^1) et fp (£; y)gfa y) = 0 (Q),

_ A _ _ A
d’oti fp (£; y g (£; y) = 0 (Q) et g (£; y)-|-0(Q) car si on verifiait 

A
g& y) = 0 (Q) on auriait, comme plus haut, que g(z y) = 0 (Q) 
en contradiction avec ; y)=|~0 (Par consequent, g(t;y)=|=U 

A - A
et /(£ >' y)^0 (^i) >' contradiction.

2. Réciproquement, soit /(£ ; v) un polvnóme arbitraire de 
A . '

‘Bí, 1, ..., t alors il-y-a un autre polvnóme, ; vi, tel que
, A K _ 'A

íG ! y)^|=0(^i) et f1 5 y) <?(£; y)=0(Q), d’óu, comme ante
rieurement, il resulte que fp (£ ; y) tp(£ ; y)=0(Q). Si y appartient 
a tous les d.p.m. de Q, on aurait qu’il existerait un nombre na- 

_ A
turel, t, tel que c?r =0(Q), d’óu ©x(?; y)=0(^t). Soit, alors, 
°3í un d.p.m. de Q qui ne contient pas á © ; alors, /(£ ; y)=0 (^i) 

A A
et si ¿—1, ..., 5 sont les d.p.m. de & imáges de tous les 

A A
d.p.m. de Q , il resulte que tout polynóme d’un d.p.m. de Q

A
appartient á un, au moins, de leurs d.p.m., qui est une image 
d’un autre d.p.m. de Q , e.e. S’il-y-avait un autre d.p.m., 
A A A .
^s+1, de & distinct des «.= 1, ..., s on pourrait choisir un po- 

A A
lynóme, /x, tel que/\=0 (^s+1) et fj=|“O ($ J. Supposons que nous
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214 REVISTA MATEMATICA HISPANOAMERICANA

A A
avons trouvé un polynóme, tel que 0(^s^.,), f¡=|=O(^j),

A ,/A ' A
?.= 1, i. Soit <p=0(^s+1), ?-|^0(^i+]), alors, X/Ep.cp = O(^s+1) 
pour n'importe quelle paire de valeurs de k qu’on pui'sse donner 
a X et ¡x ; or, si X, ¡x et X", ¡x' sont des éléments de k tels que

—X'ix^O, les deux éléments X/<d-.pixp et X7i + "/? n’appartient 
•• Z A .pas au méme idéal j = l, ..., ¿ + 1, et alors, comme k a une

infinité d’éléments, on peut déterminer, au moyen d’un nombre 
imite d’épreuves, deux éléments, X, ¡x, tels que X/¡ + ¡xcp =/í+1=|hü 

(7Vi)> y=l, •••> í+l en contradiction avec ce qui precede.
O. e. d.

A
Lemme 3.10. L’idéal 0. =(^, de P[y] se transforme, au 

moyen de la substituí ion (y)—>(t¡) efectúes dans toas leurs poly- 
nomes, dans l’idéal P**^. Tout d.p.m. de Q se transforme en 
un d.p.m. de P* 4? et tout d.p.m. de P* est une image d’un 
d.p.m. de a dans la correspondance anterieure.

La démonstration de ce lemme est tout á fait analogue á celle 
du lemme anterieur.

En vertu des lemmes 10.2 et 10.3 il-v-a une correspondance
' - ■■ ’ Abiunivoque entre les d.p.m. de Q, Q et P* tel que a tout 

A
d.p.m., de Q lui correspondent les d.p.m. de Q et de P* 
qu’on obtient par substitution, dans tous les polynómes de , 
des (£) par les (£) ou les (y) par les (r) respectivement.

Lemme 4.10. Si 4? est non fondamental-e par rapporl a la 

composante * de P* et Sl est d.p.m. de Q correspondant 
■ . . A á A dans la correspondance anterieure, on a que dim.(S$\—a 

(consideré comme idéal homogéne de S[y]\
Démonstration. Soit Q, le corps des quotients de P*/^*!

E, comme précédemment, le corps des quotients de P/Tp et 
A

celui de En rai’son du Th. 1.10, tout se réduit á prouver
A

que Pour cela nous. considerons la correspondance qui
_ A

A A A +
représente un élément arbitraire, co, de : w=---- ;--------- y >

gC> y) +

f, g £ y], g (q; y) =|= 0 (^¡) sur l’élément . Cette co-
Y¡i

BC
U 

IA
SI

 / 
CE

NT
RA

L 
UN

IV
ER

SI
TY

 L
IB

RA
RY



PEDRO ABELLANAS.—CORRESPONDANCES ALGEBRIQUES 215

vespondance est un isomorphisme entre et Q¡. En effet :
a) L’élément /! A ; appartient á Q,. Pour voir ceci il suf- 

fit de prouver que g(^ ; ce qui est une conséquence inme- 
diate des lemmes 2.10 et 3.10.

b) Tout élément de est l’image d’un élément, et seule- 
ment d’un, de Ó¡. T?n effet, de ^5 6 Q il resulte que

*1)
g(k > r,) h|hO (T*) et, par le L. 3.10, g(J- ; y)=|=0(Ti) d’óu, par 

a - AA A
le lemme 2.10 g(E ; y) eh|=O (Tí) done, —-----— C 0, et son

g&y) + T¡
imáge dans la correspondance donnée est l’élément donné. Soient

+ T¡
- A 

g^; j)+ Ti 
sente sur le

d’óu /*(£;
- '-?^;^g^
— '■? y)g(

- ?<£;

? (£; v)+ T¡ , , aet ----- ;----- — deux éléments de O qu’on repre-
«Híhot $¡ - -

méme élément de c’est á dire, g^i'q}
?!)'>(£; = ?(£; *1) done /’(£:V't,,£:7P-

T<) ='0 ( i*) et, par le L. 3.10, ; y) '> (': ,v) —
£;3>) = (^í) et, par le L. 2.10, —
:;y) = 0(^¡) d’óu

f&v)+

g^ + Vh Ti
c) La correspondance anterieure est un homomorphisme. En 

effet, á l’élément
l + + Ti = (fg' + fg^ ki

^l^ + Ti ^'í^+Ti ^'+Ti
Ade Q¡ lui correspond 1 elément

(fc *¡) + f (f> 'tfg = ZÍLíl + f
g ("?: W' (£; í) í) g’^- 7()

de £2i et á l’élément
A A A

f + Ti f ETi _ff' + $•
A' A A

^+Tí^' + Ti ¿^'+$1
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216 REVISTA MATEMATICA H1SPANO-AMERICANA

de Úi lui codrespond le

Q. e. d.
A

Nous representerons par 1 á l’idéal S[y] SI .

Lemme 5.10. Si n’est pas fondamentale, on peut détermi- 
ner m —a polynómes, p' ; y), i = 1, ..., m —a, tets que I'=S[y] 
(p/, ..., p'm_a) est de dimensión a et que I el.

Démonstration. Par le lemme anterieur et parce que n’est 
pas fondamentale, on a que dim.(I).= a. Soit y) un poly-
nóme homogéne arbitraire et irreductible' de I, dont les coeffi- 
cients par rapport des (y) nous pouvons les supposer qui appar- 
tiennent a k[£], et soit Ii = (^1/) ; alors, dim. (IJ —m —1 et si

—1, sera I diviseur propre de lx et il-y-aura un polynóme 
homogéne et irreductible, p2' (¿ ; y), tel que p2'(k; y)=0(I), 
p2 =|=0 (Ix) et puisque Ix est premier, dim. (I2 = (/’/, />2,)) = Wi—2 
et I2SI. Supposons que nous avons trouvé l’idéal homogéne 
N[y] (/>/ ..., pP) = Ij tel que dim. (IJ = m — j <a, que Ij c I 
et que tout d.p.m. de Ij est de dimensión m — i (par le Dimen- 
sionssatz, [3], pag.43). Comme tout d.p.m*. de I a dimensión a (L. 
4.10), on a que tout d.p.m. de I est diviseur propre d’un d.p.m. 
de Ij au moins. Soient ..., tous les d.p.m. de I.

•••> K tous les d.p.m. de Ij. Comme les prémiérs ne sont 
pas contenus ni coincidents avec aucun des seconds, on a qu’on 
peut trouver des éléments, p.h, tels que ¡j.h=0(4b), lb,=l=0 ($$/), 
ii = 1, ..., s. Supposons que nous avons trouvé un élément, <0/, 
tel que w¡'=0('ipi), w/=¡= 0 (^J), h = l, ..., ?<$; des deux élé
ments + et gC + a'¡i;+], un, au plus, peut apparte- 
nir á un des idéals ^3/, i = l, ..., ? + l, alors, on peut détermi- 
ner w'7+1 tel que w'¡+1=0 (^ ), w'¡+x=|h0 (^J), h=l, ..., f.+ l. Soient 

i = 1, ..., t éléments tels que wi=0('$i), «=¡=0(‘'JS/), *=1’ •••» ¿ 5 
t

h = l, s. Alors 0> = TI a>t est tel que /j+1.= wT = 0(I) et /j+1=(=0 
i—1

1^/), /ti=l, ..., s, et alors Ij+1=(Ij, fj+1) a dimensión m<— j — 1 
et Ij+1£I.

Q. e. d.
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PEDRO ABELLANAS.—CORRESPONDANCES ALGEBRIOVES 217

A
Soient ; y), ii—1, m — a polynómes de tels que 

y)=pi (1; y), i=l, •••> m—a.
Lemme' 6.10. Si n’est pas fondamental, l’idéal J = S [y] 

*Pi(£ 5 y)> •••> J y)) a dimensión a (comme idéal homogéne).
Démonstration. En premier lieu, on doit observer que les 

polynómes pé, i=l, ..., m — a du lemme précedent peuvent étre 
choisis tels qu’ils soient homogénes et, alors, V peut etre consi-

A-
deré comme homogéne. Alors, comme est aussi homogéne, on 
peut choisir les pi (£ ; y), ¿=1, ..., m — a telles qu’ils soient ho
mogénes et, done, J peut etre regardé comme homogéne.

Soit un d.p.m. arbitraire de J, et soit
P* = fe[£; yWin¿fé;J/], Ü0 = W)mod. ( $í);

A
et l’idéal de k[% ; y] qu’on obtient par substitution, dans tous 

A
les polynómes de des (£) par les (£) ; et ] = 1, o¡ tous 

Ales d.p.m. de & . Comme dans le lemme 2.10 on prouve :
a) «Tout d.p.m. de Q¡ se transforme moyennant la substi

tution (|)->(£), éfectuée dans tous ses polynómes, en un d.p.m.
A ' , ,

de SI, et tout d.p.m. ce delui-ci est l’imáge d’un autre de ce- 
iui-lá.»

Comme dans le L. 3.10, on prouve :
b) «L’idéal & de P[y] se transforme moyennant la substi

tution (y)-»(r;i), efectuée dans tous ses polynómes, dans l’idéal 
P* sp. Tout d.p.m. de Si se transforme en un d.p.m. de P* $ 
et, reciproquement, tout d.p.m. de celui-la est l’imáge d’un de 
celui-lá.

Comme dans le L. 4.10 on démontre : 
A A

c) Si est le d.p.m. de Q.¡ correspondant (dans la corres- 
pondance de b)) au d.p.m. de P* on a:

dim.(¿[j/] $..) = dim. ( $* ) - dim. (^).
A

d) De Jergón déduit que I' et alors tout d.p.m. de

Q. divise un d.p.m. de 1’; et comme dim.(I’)>=a on a que 
A

dim. 7 = 1, •••, a¡.
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218 REVISTA MATEMATICA HISPANOAMERICANA

De c) et d) on en tire :
e) dim.^^-dim.^Xa, 7=1, ..., ai.
Etant r.+ l le dégré de transcendance de S sur k et § la di

mensión de 1’ideal homogéne *$, on a, par la prémiér partie de 
la démonstration du Th. 1.10, que:

f) Il-y-a r— 8 formes : fi (£), i = l, ..., r-3 telles que

& — (/i (£), • • /r-5 (£>) c et dim. (Q) = dim. 33)

g) En vertu de la Prop. 2.7 il-y-a un cl.m.p., de P* 
que git 'sur .

/i) L’idéal est un d.p.m. de P* D . En effet, de Q sp 
on déduit que P,*QC p* 33 c 33.*, et ¿qc¡ qUe d¡v¡se un 
d.p.m., de P*Q; et alors, $* n P c n P = $ et, comme 
QS^nPet 33 est un d.p.m. de &, il resulte que 33*nP=33 
et alors P* $ = P * ($* n P) S d’óu <¡3* = 33¡j*

i) dim. dim. (3?)>dim. (33,). En effet, de /i) et du. 
Dimensionssatz on déduit que dim. (33¡*)>grad. trans. (D* : fc) — 
— (r — ó) = grad. trans. (£ : ¿) 4- dim. (,33 .) - r — 8) = ?--t-l + 
+ dim. (33¡) — r + o = dim. (. 33 ¡) + o t-1, et, comme dim. (33X 8+ 1, 
on a la proposition.

j) De e) et i) on déduit que dim. (^<<1 et, comme 33í est 
un d.p.m. de J, dim. (330 4 a d’ciu dim.(33¡)=u-

Q. e. d.

Théoréme 2.10. Sz la sousvariété irreductible 33 n’est Pas 
íondamentale, on peut déterminer les (;) du Th. 1.9 de fagon que 
na)=i=o(^).

Démonstration. En raison du lemme anterieur, on peut trou- 
ver m — a formes, Ft(% ; y), i— 1, .... ni —a qui appartiennet á l’idéal 

s^*z qui definit la correspondance algébrique, tels- que les idéals : 

I = £ O) (Fi fe />.... F...fe ) et T = ¿ Ij’l (F. fe 7), •• ■, F.-. fe J'))

de S[y] et 2[y] respectivement, ont la dimensión a (considérées 
comme idéals homogénes).

Nous faisons, dans l’espace projectif correspondan! a l’anneau 
b(^0, ..., £n) [y0, yln] , la transformaron des coordonnées :

m

Ti = 2 'PiX) Í ¿L£o, •••> U, J. ¿ = 0, [1]
j = 0
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d’du 1 rn
J'í' ~¡ 7" ?¡j (z J’j > 1 0, ..., m. [1 ]

On peut déterminer la matrice (<pu) de la transformation pre
ceden! en remplissant les conditions suivantes :

m v

a) "X ?ij (£) y*> ..., vi sont des formes bihomogénes.

c) '^(^1= 0($), /• = <),..., m.
Par une énumeration convenable des y* on peut supposer

<lue ■ ™
d) Les Ví*=7--- — Y '¿»ij (e) v,, i — vi—u, .... m sont indépen-

..........
dants par rapport á 1, c’est á dire- il n-y-a aucun polynórrie qui 
dépende seulement de celles-la et qu’appartienne á I.

Comme dim.(I')'=«, on peut imposer aussi la condition sui- 
vante :

e) Fj (£; j) = o, & .y*) = «o*0 • • • oté; ZL, • ■ •, Z )z* Vi« +

+ • • • oi(^;4., • • - ,Z + • • • + C, ....m té)>*b+

+ «“’téjX-a, •••> Z’J, f=L [2]
óu les ¡-tté'> i = 1. •. - ,m — a n’appartiennent pas á .

Etant l’idéal I = (Ft (lj; y), ..., F„,_a ; y)) de dimensión
í¡+l sur (consideré comme idéal ordinaire), la resultante, 
^0 (? ; y 0* 5 y*>n-a’ •••> yJn*) des formes (2) par rapport á y*, ..., 
y*m_a_x sera une forme bihomógéne par rapport des (^) et des (y*) 
telle que, considérée comme polynóme par rapport de y0*, n’est 
pas identiquement nulle, parce que, dans le cas contraire, on 
aurait dim. (I)>m4-1 — (vi—a — l) = ai + 2 (comme idéal ordinaire)- 
Dans 'Po figurera le terme principal, ([6] pag. 15) :
[<. Z>]'■■■■■[««-■".... (g)]’ -”"la”.f +a'^;Z-,4'

OLI k. = |q .. . |X1_1|1Í+1 -.. |!m_a, 7—1, vi-a et, par e) :
m-a—1

A(?)= II la'y.A^l^'^OO?). [3]
1=0
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220 REVISTA MATEMATICA HISPANOAMERICANA

Analoguement, par élimination de J*o, ^*2, _y*o,
, Xn-a-2; on obtiennt :

T¡=A(? ja*)1 * b¿l} + [4] 

qui serant des formes bihomogénes, parce que le sont les F¡, 
¿.= 1, m — a.

Par substitution, dans les (4), des y0*, y*JU_a,_1 par leurs ex-
pressions (!'), on a

m m -ll1-1
+b1"\Z-r>,

ni~a >

LiTij i j=o

i = 0, ..., m — a — 1 151

Entre les (5) et les

1 m

?ül w
k = m — a, . ., m, [6]

on peut éliminer les (y0, y yi+1, ym), i — 0, m, et on 
obtient

0i(£;A*ni-a, = -—7Z-JT Av (^)[K^) ••• +

+^~+... + <i,ÍA-a> ..,A;

i — 0,m, 
et, par les conditions anterieures, on a

3* (H) = av (?) [ %0 (?)... 'U (?) f (O).

A

Comme est un d.p.m. de L.= (F1(P; y), Fia_a(£; y)) les (0 
et les (iq) elles annulent les polynómes (7) et, possiblement, quel- 
ques facteurs irreductibles de ceux-ci :

m

= 2 m-a+j (0 ^ik J = 0, .. •, m, j = 0, ..., a-,
k=0

ou les Hí(£) sont des facteurs de H*(S) et done n’appartiennent 
pas á .BC
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Si nous mettons H (£) = II H¡ (£), óu on se passe des facteurs 
répetés, on a 1=0

TPi +ál<i,(ío, •••, + • • • +dp’^o, •••> Ga) = 0, i = 0, ..., m

ou
m

_ 2 'L.n-a+i ’lk

Q. e. d.

Théoréwie 3.10. Pour que la sous-variété irreductible T soit

í ^ÍO2 

b’2 

^2

non fondamentale, est necessaire ct suffisant qu’on puisse déter- 
miner les (c) du Th. 1.9 tels que H (£)=|=0($>).

Démonstration. Que la condition est nécessaire, on vient de 
le prouver dans le Th. précédent.

La condition est suffissante. En effet, si on verifie :

TP‘ + df" (?) t¡ pi * 1 + ... + d¡” (?) = 0, ¿ = 0, .. •, vi, 

«J =“, H(£)=|=0($), j = 0. «,

on a H (£) T 0 et

+ 0)^pl-l+...+^(0) = 0, ¿ = 0, ..., m,

done, grad. trans. (£, v¡): k (£)] < a + 1 et, par le Th. 1.10, 
grand. trans. \k (£; t¡): le (£) ] — a + 1.

Q. e. d.

Exemple. Soit la transformation algébrique, entre une droite 
et la surface conique de second ordre, définit par la variété 
double :

= ! ^, 7ío ~ ^°T/i = °
I ‘<!2 ~ ^¡2 = 0

L’idéal (t)2, t;3) est irrelevant dans 11 =k (í0, [tq0, ..., ri3J
done, (Th. 1.9) en mettant O0 = v)2, on a

= ^02 C0
= Eil «o -i

= «o
= ?1 «1

Él

4
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Considérons la sous-variété de V dcfinie par ^=(^L); les 
d.p.m. de P* (£;) que gissent sur sont (^, ra, vt2) et rq, r¡3). 
Prenons le prémiér de ceux-ci, on a: grad. trans. [P*/(^1, 
■r;2): P/(^1)].= 2, done, est non fondamentale et cependant) 
H (^)=;1=0 (*5?). Les éléments r¡0, v¡2 + r¡3 sont tels que (v)0, r¡i2¡ + r¡3) 
est irrelevant dans 11 et satisfont les conditions du Th. 2.10, d’oü 
nous mettons c0= -ü =et ;1=,01 = t¡1I+t¡3 on a 

so ~o

Í
’lo = £o ’0

Vi = £1 So

V - -1 V2 + £13 So* = 0
Vs2 - -i ^3 + £i2 So2 = 0

du H(;)- cu —l-GC’P) que s’accorde avec le Th. 2.10.

§ 11. Rélations entre les varietés 13 et Vx* (Vo*).
Lemme 1.11. Si '$* est un idéal premier et bihomogéne de 

P*, dont Ies idéals contractés a P et P' ne sont pas irrelevants, 
il-y-a une évaluation v* de Q avec centre dans U qui a son 
centre á distance finie sur V * (V2*) et tel que min.

I i = Q, (min. ¡ v*(r[0\ .... v* (rlm) | = 0).

Démonstratió'n. Soient et y¡0 les éléments que n’appartien- 
nent pas á ip*, et p* l’idéal non homogéne de o* correspondant 
á (Prop. 2.6). Soit v*' une évaluation de K* avec centre p*.
Avec l’emploi des

'lo
H(£)

notations du Th. 1.9 on a que l’anneau 

ne contient pas l’inverse d’aucune non uni

ré de Rv*', puisque est algébriquement indépendante sur K*
et r10 l’est sur K* (£0). Il-y-a alors ([1], Th. 6), un anneau d’éva-
luation, Rv , de Q qui contiennt á Rv*' I — > ———I et ne con- 

L So h£)|
tient pas l’inverse d’aucune non unité de Rv*-. D’du on déduit 
que Rv*n K*= Rv*', done v* est une extensión de v^' et, par la 
démonstration de la Prop. 4.7, le centre de v* sur 13 est $*. En
outre, comme ;0 et appartiennent á Rv*> on a v*(£0)=0 etBC
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comme o* c Rv#,, v*(^) = v*' 0 d’óu

7¡0

H
+ t* (H) > 0 finalément,

+ W ¿7) + '’* ñ¡“)>0.
w Q.e.d.

Lemme 2.11. Si 53* est un ideal premier et bihomogéne de 
P* tel que II (£), ;u, t¡0~|=0il-y-a une évaluation, v*, de Q 
avec son centre '$* dans ‘U pour laquelle

min. ¡ v*(£0\ • • •, v*(£0> í = v!ii(^0) = 0,
min. ¡ r* (t¡u), ..., v* | = t* (7]0) = 0,

el qui a un centre á distance finie sur Vt*.
Démonstration. Soit ¡i le degré de la forme II (í) et posons 

H (£) = ^o''h H (£'), £/ = ~~ , z = l, ..., n. Comme dans le lemme 
^0

precedent, nous appellons v*' á une évaluation de K* avec son 
centre dans l’idéal non homogéne, p*, correspondant a “>¡3*.
L’anneau Rv*[?0, — , — 

[ H ne contient pas l’inverse d’aucune

nonunitédeRv*'. En effect, deH=|—0(^*) il resulte 1I(^')t| (p*i 
et v*' (H(^,)) = 0, ■ C Rv*- • S’il y avait une non unité, p,

de Rv*' contenue dans le dit anneau, on aurait, á cause de la in-
dépendance algébrique de So et sur K*, que — = FÍ—-— \

P \ H (£') / 
oíi les coéfficients de F appartiendraient á Rv*-. D’ici on dé-
duirait que = 0(pv*.), d’du —-— É R v*;H(£') * contradic-

tion. 11-y-a, par consequent, une évaluation, v*, de Q dont l’an-

II I I-o, — > —0— j — et ne £o r¡0 |
contient pas l’inverse d’aucune non unité de Rv*-. De ceci il ré- 
sulte que Rv* nK* = Rv*', et pourtant le centre de v* sur <5 est

1 Ti$*. De Eo, — € Rv* on déduit que 'v*(Po) = 0 ; de —¿ Rv* on 
ío H (£')
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en tire que v _ 'l o__  
H(f)

et, comme

!>♦'(H($')) = 0 et —£ Rv. , on a que t*(i¡„) = 0 . En cutre 
7¡0

f* (tj,) = v*' ( + v* (tjo) > 0; t* (ík) = f* (S ?¡k < £) 7¡,) - (H (£)) > 0.

Q. e. d.

Théoréme 1.11. Si W est une sous-variété irreductible et 
non fondamentale de V et on trouvent les (?) d’accord avec le 
Th. 2.10, on verifie que tout idéal minime prémiér de P* ^3 que 
git sur est centre dans 75 de toute évaluation de Q dont le 
centre dans Vx* est un certain diviseur prémiér minime de Px* 
(que nous appellerons asocié de celui).

Démonstration. Soit <>3* un idéal premier minime de P* 
que git sur ; comme, par hypothése, n’est pas l’irrelevant, 
existent une (£) et une (r¡), que nous appellerons £0 et r¡0 respecti- 
vement, tels que £0, r¡0=|=0 (^*). En raison de l’hypothése et du 
lemme précédent, il-y-a une évaluation, t*, de £1 avec le centre 
73* dans 75 tel que v* (^O}=v*\r¡0) = 0 et que Pj*CRv*. Soit p** 
l’idéai de P/ que définit le centre de v* sur V1*. Par le L. 1.7 
et la Prop. 2.5, p** divise un d.p.m., p*, de P/ $. Comme 
c0, t¡o=|hO(P**) on a que £0, r¡o=|=0 (p*). Soit v* une évaluation 
arbitraire de Q avec le centre p* dans V* et soit son centre 
dans *15. Comme «y* (£„)>.=ti* (t¡0) = 0, Í¡3* est engendré par toutes 
¡es formes bihomogénes de p* et comme l’est par celles de 
p** il résulte que 1)3*<'53*. Or, comme p* nP= , v* est une ex
tensión d’une évaluation de S avec le centre et, par la Prop. 
2.7, <$* divise un d.p.m. de P* ^3, et alors $3* = ^3*.

Q. e. d.

Théoréme 2.11. Si la sous-variété definie par l’idéai prémier 
et homogéne est non fondamentale, on peut trouver les (c) de 
ja^on qu’aucun d.p.m.. de Px* ^3 git sur l’idéai irrelevant de Pz.

Démonstration. En determinant les (c) d’accord avec le Th. 
2.10, on a II (c)=|=0(‘>j3) et si p* est un d.p.m. de Px*^. comme, 
pour étre P intégrement fermé et P/ intégrement dépendant de 
P, les idéals prémiérs minimes de Px* gissent sur ^J3, on a que
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íi=|~0 (p*), et comme, pour étre Oi=Hc1 et H=|=0 (p*) on a que 
0¡~|=O(p*) il resulte que pas toutes les (r¡) appartiennent á p*.

Q. e. d.
Corollaire. Si W est une sous-variété irreductible el non fon- 

tlamentale de V et on a determiné les (<;) d’accord avec le Th. 2.10, 
on verifie que toutes les évaluations de Q avec son centre dans un 
d.p.m. de P/* 3 elles ont le méme centre dans CQ.

Ce centre est celui engendré par toutes les formes bihomogé- 
nes du d.p.m. de Px* 3 consideré.

§ 12. Sous-variétés réguliéres par rapport d'une transfor- 
mation algébrique.

De la def. 1.10 et du Th. 3.10 on déduit ce qui suit :

Théoréme 1.12. Une condilion necessaire et suffisante pour 
que la sous-variété dejinie par T ideal prémiér et homogéne 3 
soit régulier par rapport de la composante c’est qu’on peut 
trouver les (?) et les (;') de fa$on que Ha|=0(3) et Hz (t¡)—|z0(3/)*

Soit W une sous-variété irreductible de V, réguliére par rap
port de la composante W/, soient 3 et 3/ les idéals corres
pondáis á ces sous-variétés et $3* le d.p.m. de P* 3 tel que 
^3*nP=<’P et “>3*0 P'— Alors on aura 3*2 P* 3/, d’óu 3* 
divise un d.p.m., 3**, de P* 3ó On a ce qui suit:

Théoréme 2.12. a) Si 3* = 3* on a que

dim.'3 ’i) — dim.( 3 ) + a — b
&) Si 3*' c $* et = 3*' n 3

oh. a dim. (3 1 T a - b < dim. (3/) < dim. (3i) U a — l>.

Démonstration. Par l’hypothése ct le Th. anterieur, on peut 
Oí (f'i • n • mtrouver les ~ > C j = 77— » * = 0, j = 0,H (?) I! (7J)

tels que H (H) =¡= 0 (3), H'(r,) z|e0(3/)-
a) 3*'= 3*- Soit TSa la variété de l’espace afin An+m+2 dé- 

finie par le point général (Eo, ..., ; 1%, ..., r;in) et W la sous-
variété de 05a définie par l’idéal 3*- Soit v une évaluation de £1 
avec centre W dans ’Ba» alors on aura P* S Rv et, comme 3* 
est bihomogéne, il resulte que si -y(/(H ; r,) )7>0 toutes les compo
santes bihomogénes de /(; ; r;) ont une valeur plus grande queBC
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zéro dans v. De H (£), H' (t¡)=|=0 (^3*) il resulte que t(H(^) ) =

-■u(H'(r¡) )=0 et comme P*CRV sera

i=0, a, j = 0, ..., b et PX*CR„ P*2CR?, 
done les centres de v dans Vx* et V2* sont á distance finie. 
Soient px et p2 les ideáis prémiers de Px* et P2* qui définent ces 
centres, alors Px*$*Cpi et P2* p2, d’óu ^=$*nPc
£P1*^*n P£ pj n P et Px* S px, done, il existe un d.p.m., px*, 
de Px* tel que pi*^px. Tout á fait semblable, il existe un 
d.p.m., p2*, de P2* tel que p2*C p3. Qr, par le Th. 1.11, il-y-a 
des évaluations v* et v*' de D avec centres dans les diviseurs 
minimes prémiers, p* et p*1' de Px* $ et P2* respectivement, 
associés á l’idéal ip* de P*. Comme on voit dans la démonstra- 
tion du Th. mentionné, il-y-a une (£) et une (v¡), que nous ap- 

pellerons £0 et nq0, respectivement, tels que |0, roh|=O (p*)■ alors 

est engendré par toute’S les formes bihomogénes de p*. Soit 
/(£ ; ? ; i¡) un élément arbitraire de px, alors T(f(^ ; <; ; 7¡))>0' et, 
par substitution au lieu des (?), leurs expressions du principe, 

on a f(| ; q ; r¡)= —et comme t(H) = 0 sera t’(F(5 ; v)))l>0,

done F(£; r)=0 (^*) d’óu <u*(F(^; i;))>0'et comme H=|-0(p*), 

"•*(H) = 0 il resulte d* F
Hf

=v*(/‘té; z- et fté; ^=0(~p*)

d’oü px £ p* mais, comme px* et p* sont diviseurs prémiers mi

nimes de P5* $ on a Pi*'=Pi.-F*. Analoguement, on trouve p2*l=

p2=p*'-
D’ici il resulte que les sous-variétés de Vx* et V2* definies 

par px* et p2* sont homologues dans la correspondance birration- 
nelle entre V,* et V2*. Nous allons voir que ces sous-variétés 
sont réguliéres par rapport á cette correspondance. Soit, en effet, 
f té' í' 7)1-----’ -un élément arbitraire de Pi*p,* ; faisant la substitu-

tion des (c) par les expressions (1) du Th. 1.9, on a —— 
g & S

T? (Z- r)
= —1 hF étant <j un nombre rationnel entiér. De g=I^O(p1*)BC
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en déduit v(g)=v(G)=Q, done G(g ;

= —H3 € P*?u* c’est á dire 33*iu*
q 2p*2 P i

r¡) =1=0 (p*2)

c p*
~ ^*2

f
et alors — =

g
On trouve analo-

guement P^p*^ p* p* , done P*ip* = P*2p*2•

On déduit de ceci :
dim. (px*)i=dim. (p2*) fU

Or, étant V et V' normaux dans leurs respectifs espaces pro- 
jectifs, P et P' sont intégrement férmés et, alors, aussi le sont 
P et P' et comme Px* et P2* dépendent intégrement de P et P'. 
respectivement, on a (Ths. 7 et 9, [2]) que

p:¡!m P = P33, . p*2 n P'= P'33i 
el

dim. (P 33)=dim. (P' 33/) [2j

Puisque les (;) sont algébriquement indépendants sur ü, on a

dim. (P 33)l=dim. (33) P«:.+ l 
ety analogueriíent,

dim. (P'33/) = dim. (33/) + b(+l 
done ‘ •

dim. (33/)=dim. (33)+ « —b [3

b) 33*' c33*. Soient W' et W les sous-variétés de 93a re- 
presentées par 33*' et 33* respectivement, et v une évaluation 
de O avec le centre en W sur 93A et composée avec une autre 
évaluation v' du méme corps avec le centre W' sur 95A • Comme 
dans le cas précedent on démontre que

v(H (£)) = y(H' (tj)) = t>'(H(£)) = t>'(H'(7j)) = 0, 
P*lcRv-, P*2crvS P^crv. P*2cRv.

Soient alors px, p/ et p2, p2' les centres de v et v' sur Vx* et V2* 
respectivement. Comme v est composée avec v' on aura p/ ? p7 
et po'cp„ et, comme par la définition de v et v' on vérifie

33*' = p'j n P* = p'2 n P*, 33* = pj n P* = p2 n P*, 
on a p'i cp,, p'2 cp2.

Comme dans le cas anterieur on démontre que :
1). II y a un diviseur p. m., p*^ de P*133i telque p*'i£p' i

33i = 33*'nP-
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228 REVISTA MATEMATICA HISPANOAMERICANA

2) II y a un d. p. m., p*'2, de
3) » » » p*! »
4) » > » p*2 »

On a, pour tant, que

P*'i cpq cpx = p*'2

P*2 tel que p*'2 = p'2

P*i Ü3 » p*i = pi
> P*2Sp2

= p'2cp2, p*2cp2. [4]

Aussi on demontre comme dans le cas anterieur que, les sous- 
variétés p/ et p2', homologues dans la correspondance birration- 
nelle entre V\* et V2*, sont réguliéres par rapport a cette corres
pondance et la méme chose a lien pour les sous-variétés pt et p2 ; 
pour tant, on a P*iK, — P%b' et P*lh = P*9 d’óu il résulte P i P 2 P i P2
que

dim. ( p\) = dim. (p'2), dim. (p,) = dim. ( p2\ 15]

D’autre part, de p2, = p2*,> et pour étre celui-ci d.p.m. de P2* 
on deduit

dim. (p'2) = dim. ( p*'2) = [dim. (^3/) + 1] + b + 1 • [6]

Analoguement on a :

dim. (px) = dim. ( pV) = [dim. () + 1] + a + 1, [7]

dim. (p*'t) = (dim.^i) 4- 1] + a + 1, [8]

et dim. ( p*'2) = [dim. (^'.) + 1] + b + 1 • * [9]

De (4), (5), (6) et (7) on en tire

dim. ( ÍJBi') + b -P 2 > dim. () + a + 2;

de (4), (8) et (9) on déduit

dim. (ÍJ31) + a 4- 2 > dim. (+ b + 2, 

et de ces deux dérniéres

dim. (Ü3 ) + a — 6 < dim. (^3/X dim. + a - b.

Q. e. d.

Corollaire. Si i|3*' esl un d.p.m. de P*1^!, on a dirn.(’»[3i') = 
= dim. (i[3 d +• a — b.
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Exempbe. Soit la correspondance algébrique de l’example 
du § 10. Nous prenons dans celle-lá comme variété origínale, V, 
le cóne et comme variété imáge la droite. Alors on a: a~Q 
et b = l.

1. Soit

$ = — m vio, m2 - nr¡3, r¡2 - n t)0),

$ * = Oh - m 7¡0, w2 ri0 - Wi¡3, r¡2 - n ri0, — m 

alors on a

$ ' = (Ei ~ m £0), $ *' = (£, - m £o, ~ m ?¡0) c r = Oh - m 7¡0\
dim.($') = 0

et, comme '>£*' est d.p.m. de P* le corollaire anterieur donne 
dim. (<$')—dim. h.= 0.

2. Soit

$ = Oh — m vj0), = -«H0) $' = (^-Wc0\

alors on a

= (Si - m £0, *h - *, dim.(^') = 0,

et la prémiér partie du théoréme anterieur donne
dim. (sp') = dim. () + 0 — 1 =0.

3. Soient
sp = (t¡3 - m2 -q.,, 7Jj - m q.2\ * = (7)3 - m2 712, TI1 -

alors
^' = (0), $*' = (0) c $*, 3?i=0, =3?*', dim.

et le corollaire anterieur donne
dim. ( = dim. (’p f) 4 0 — 1 = 1.

Nous considerons maintenant la transformation inverse de 
la transformation anterieur; alors a = l, b.= 0.

4. Soient

= (íi ^o\ '■ = ~ b 'o, t¡i t 1
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alors

33 ' = 01 ~ trl0\ 33*' = (v^ — trl0, Gi ~ ¿?o) = 33* 

et, par la prémiére partie du th. precedent, on a

dim. (33') — dim. ( 33) + a — b = 1.

Théoréme 3.12. Si b.= 0 et W est réguliér par rapport á W/, 
on a que 33*/= 33*-

Démonstration. Des hypothéses on déduit qu’il y a un uni- 

que c'.= — y . Comme 33* re contiennt pas tous les (t¡), on 

peut imposer en outre des conditions ¿z)-e) du Th. 2.10, la con- 
dition O'z|=0 (33*). Alors. le mentionné Th. donne S tel que 
H'(r¡) =|=O(33/) et, a fortiori,

H' (r¡) =|= 0 ( 33 *■), H' (T h|h 0 (33 *}.

Nous représenterons par (H') l’ensemble de tous, les puissan- 
ces d’exposant rationnelle entier pas négatif de H'. Cet ensemble 
cst multiplicativement férmé. Nous pourrons former, par conse- 
ouent, l’anneau des quotients P*irr Evidément P*2 = P* [í'] cP*H,y 
Or, comme H'=!= 0 ( 33*) et H'=|=O(33*') les ideáis P*p) 33* et 
P*in33*' sont prémiers et P*H<) 33* n P* = 33*, P*r) 33 ;'n P*= 33*'. 
De 33*'S33* ¡i resulte que P*p) 33 *'£P(ir) 33* et P*H,} 33 *'n P*2 S 
- P(H') 33 * n P*2 et, comme ces idéals sont prémiers,

dim. (P*r) 33*' n p*2) > dim. (P*r) 33* " P%).

Par briéveté, nous poserons :

= P(h,) 33 *■ " P:;T p*2 = P;H>) 33 * n P*2 
et alors

dim. ( p *'2) > dim. ( p*.,!. [1]
Or,

p*'2 n P' = [íP(;r) 33*’ n p*2) n P*] n P' = (P*r) 33*' n P*) n P' = 33/ ■

et, analoguement, p*2 nP'= 33/ .

Mais,
p*'2 n P'=(p*'2 n P'j n P'= p'2 n P', Ou p'2 = p*'2 n P'.
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Si nous posons p2 = p2* n P', on a p2* nP' = p2n P'. Comme P2* 
est intégrement dépendant de P', on a ([2], Th. 7)

dim. (p*'2) = dim. ( p’2), dim. ( p*2) = dim. ( p2),

et, en raison de (1),

dim. (p'2)^dim. (p2)

Par un autre coté, de p2'n P'= ^3/ il resulte et

dim. ( p'2) < dim. (P' $/') = dim. ($/) + 1.

A naloguement :

dim. (p2) < dim. (P' $/) = dim. -|- 1.

Nous allons prouver maintenant que <;' est algébriquement indé- 
frendant sur N' mod. p2. En effet. s’il y aurait une rélation de la 
forme

?o^)<;^ + ’®i(Tq)c'p+a‘ + ... + ?r(v¡)¿p+“r = 0(ps)

et pas tous les coefficients, <pb appartiennent á p2, on pourrait 
faire abstraction de tous les termes dont les coefficients appar
tiennent á p2, et, par consequent, nous pourrions supposer que 
©i(r;) =|=0(p2), ¿=0, ..., r. Comme 0' =|= Of1^*) il resulte que 

c'=-~-=|= 0(P*ir) $*) et alors ?'=|=0(p2), done

?o (>¡) + (>¡) ¿+- • • • + ?r W <;'“r = o (p2)
et, par consequent,

* ?o + -.. + ?r(ví ¿a' ^0(P*r) 13*);

done, si nous posons

on a
?0H'ar 4- cpid'®1 + ... + <?r0 “r =0(í*)

mais, comme est bihomogéne et tous les termes, a exception 
du prémiér, contiennent efectiverrrent des (-), il resulte que
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©0H’ar h0($*) d’óu (pu(r¡) = 0 ($*) et alors (j)2). Contra-
diction. Par consequent dim, (p2) = dim. (Pz “’P/) et p2 = P' De 
dim. (p2')>dim. (p2) et dim. (p2')<dim. (P'sp./) il resulte
dim. (p2') = dim. (P' (‘’P/)) etp2'=p2. Or, comme P2* dépend inté- 
grement de P', il résulte ([2], Th. 9) que p2* et p„*' sont des 
ideáis prémiers minimes de P2* p2 et comme p2*'?p2* on déduit 
p2*z —P2*> Finalément, comme P*r) = F*(ir) et H' = = 0(p2*) il re
sulte P*H,)sp* = P*H,)sp*', et d’ici

Q. e. d.

Corollaire. Si W est réguliér par rapport, a Wé dans la co- 
rrespondance algébrique T pour laquelle b = 0, on vérifie que

dim. (Wf}=dim. (W).+ a.

§ 13. Transformée totale d'une sous-variété.
Définition 1.13. On appelle, [8], transformée totale d’une 

sous-variété de V, a l’ensemble de les variétés homologues de 
tous ses points.

Soient ¿=1, ..., r tous les diviseurs prémiers minimes de 
P* qui ne gissent pas sur l’idéal irrelevant de P, on vérifie 
le suivant :

Théoréme 1.13. La transformée totale, d’une sous-
variété irreductible, W, definie par l’idéal sp, est l’ensemble de 
tous les sous-variétés de N' définies par les idéals <>P/ = sp* n P',
i ~ 1, •••> •

Démonstration. Soit P un point quelconque de W et 0 le 
idéal homogéne correspondant, alors on a * l’Pn2'’P, d’óu P*^05 
o P* ‘p. Si ">pi0* est un diviseur prémier minime'de P* ^30 Qtii 
git sur on a ^Pi0*?.^p*, óu “pi* est un d.p.m. de P* ‘p qui 
ne git pas sur l’irrelevant de P, done l<i<r.
Réciproquement, soit P' un point quelconque de la variété 
W\ + W'2 + ... + W/}■ définie par les idéals ‘p/, t = l, r ;

soit, par exemple, P' €Wf et ‘’P0/ l’idéal homogéne correspon- 
dante á P' ; alors on a ‘EP 0/ 5 “p/. Si ^p0/!= ‘pf nous avons fini la 
démonstration. Soit, pour tant, ’pn/^^P/; alors il y a une éva- 
luation, v", de S' avec son centre en ‘’P,/ sur V' et composée avec 
''évalutation v subordonnée dans S' par une évaluation, v*, deBC
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Ll avec son centre en dans <35. Par la Prop. 2.4, il-y-a une 
evaluation, v**, de Q composée avec i¡* et amplifiée de l’évalua- 
tion v". Soit ^¡j le centre de l’évaluation, v, subordonnée par 
rJ** dans S. Alors on a (L. 2 [8]). Si n’est pas de
dimensión zéro, nous prendrons un diviseur prémier et homogé- 
ne, $30, de celui-lá de dimensión zéro, et alors => ‘ib et il y 
aura une evaluation, v, de S avec son centre en et compo
sée avec v. Par la mentionné Prop. 2.4, il-y-a une évaluation, 
c***, de Q composée avec r** et amplifiée de v, qui subordonne- 
ra dans S' une évaluation, v'", avec son centre en qui sera 
diviseur de $oj' et comme ceci a dimensión zéro, on a $"' = ^0/.

Q. e. d.
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